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Chapitre 1
Introduction

Dans ce document, nous nous sommes intéressés a la caractérisation d’ensembles cest a
dire la recherche de tous les points appartenant a un sous ensemble de R". Dans la pra-
tique, les sous ensembles sont souvent décrits par un modéee d’équations ou d'inéquations
guelconques. La méthode de caractérisation que nous adopterons par la suite est celle de
I"approximation d’un sous ensemble par une union de pavés appelée auss sous pavage. La
notion de pave pris comme unité constitutive d’'un ensemble a été formalisée la toute pre-
miere fois en 1966 a travers les oeuvres de Moore [10]. Une caractérisation e¢ cace revient
a trouver le plus petit sous pavage contenant I’ensemble solution du probleme considéré.

La possibilité de pouvoir raisonner en terme d’ensembles modi..e complétement la tech-
nique d’approche et de conception de certains problémes. En exet, I'originalité de cette
nouvelle méthode de résolution sappuie sur des propriétés tout a fait intéressantes pour
la modélisation, la commande et I'estimation de systémes physiques concrets. 1l est im-
portant de signaler parmi ces propriétés, la possibilité de déterminer une in..nité de vec-
teurs solutions répondant aux caractéristiques d’'un probléme particulier. Nous ajoutons
a cela I'assurance de ne perdre aucune solution dans un espace de paramétres ains que
la synthese d’ensembles non connexes ou issue de processus non linéaires. La démarche
du raisonnement ensembliste dinére de la recherche de solutions ponctuelles dans le sens
gu'ele estime un résultat par une marge d'erreur le contenant & coup sir. Ceci est un
facteur déterminant pour la garantie de I’ensemble caractérisé.

Demaniére générale, la caractéisation d’ensembles permet de résoudre non seulement des
problémes ensemblistes, mais auss les probléemes ponctuels qui peuvent leur étre associés.
Dans un souci de justi..cation, un probléme ensembliste peut ére considéré comme une
généralisation du probléme ponctuel. Cette derniére catégorie de problemes s'intéresse
a un ensemble ..ni de points solutions. Toutefois il ne faut perdre de vue le fait que
les algorithmes ensemblistes les plus courants sont basés principalement sur |'analyse
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et le calcul par intervalles qui est un cas particulier du calcul ensembliste (voir Jaulin
[4]). Le développement de ce nouvel outil mathématique ains que les lois gu’il engendre
permettent la manipulation de structures ensemblistes assez smples de type pavés. Une
conséguence directe de cette facilité de maniement est I'analyse en un temps ..ni d'un
bloc constitué d’'unein..nité de points. A cette divérence preés, les méhodes stochastiques
ou aléatoires sondent I’espace point par point. Pour caractériser par exemple un disque
de rayon un, il faut un temps quas in..ni pour une approche Monté Carlo. Nous ne
consacrerons pas d'étude approfondie sur ce sujet car ceci n'est pas I'objet de ce rapport
bibliographique. Celui-ci éablit plutét une éroite corrdation entre la caractérisation
d’ensemble et la résolution de certains problémes d’automatique.

Laformulation ensembliste n’est pas une méthode qui permet la résolution detousles pro-
blémes rencontrés. Néanmoins elle apporte des réponses partielles a des problémes pour
lesquels aucune approche de résolution n’avait é&é envisagée. Les limites de ce procédé
comme nous |I’exposerons plus longuement dans la section 3.3, proviennent d’une part de
la grande dimension de |’espace de recherche considéré mais auss de I’élaboration d’algo-
rithmes qui nécessite quelques connaissances en programmation informatique (langage C
et C++).

L’inversion ensembliste, la projection d’ensembles et la réduction de pavés sous contraintes
constituent les principaux concepts sur lesquels ont porté nos recherches concernant les
problémes ensemblistes et leurs méthodes de résolution. En conséquence, le contenu de ce
rapport sera organiseé de la fagon suivante:

- Le chapitre 2 est consacré aux notions d’analyse par intervalles. Les dé. nitions de
pavé ou d'intervalle ains que leurs propriétés mathématiques seront indispensables a la
compréhension des formalismes et des algorithmes que nous développerons.

- Lechapitre 3 présenteleformalismedel’inversion ensembliste et les problémes physique
qui Sy rapportent. Nous verrons le développement des I'algorithmes d’inversion ensem-
bliste de Moore et de SIVIA ains que leurs limites en termes de temps de calcul. Ces
algorithmes permettent de caractériser I'image réciproque d’un ensemble par une fonction
vectorielle (voir section 3.2). Nous introduirons ensuite, le principe de réduction d’'un pavé
par la méthode de propagation des contraintes sur les intervalles.

-Le chapitre 4 traite du concept de projection d’ensembles et des utilisations que nous
pourrons en faire. Pour cela nous citerons trois exemples d’applications: la conception
d’un robot, I'estimation ensembliste avec des paramétres incertains et la commande ro-
buste sur un systéme linéaire & temps continu.

- Le chapitre 5 rend compte du travail ecectué pour la réalisation d'un petit logiciel
(solver Proj2D) utilisant le calcul par intervalles. Cela permet par I'intermédiaire d’un
.chier de données ou d’une interface, la résolution d’une grande catégorie de problémes
ensemblistes.



- Lechapitre 6 concerne la conclusion et les remarques sur les résultats obtenusala ..n
des éudes que nous avons pratiquées.
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Chapitre 2
Notions sur |I'analyse par intervalles

Avant d'aborder les sujets qui nous préoccupent, il est nécessaire de dé.nir certains
concepts de base sur les opérations ensemblistes et le calcul par intervalles. Ains qu'il
a été souligné dans I'introduction, I'analyse par intervalles est parmi I'un des premiers
outils mathématiques de manipulation d’ensembles bornés de réels. Les notions que nous
étudierons sont pour la plupart issues de I'ouvrage de Moore [10], et ont é&é remis a jour
par Jaulin dans [3].

2.1 Deéeé..nitions

Dé..nition 2.1 (Sous ensemble de R")
Nous appelons sous ensemble de R", unensemble A dé..ni par larelation:

8x 2 A; x 2 R™ (2.1)
Dé..nition 2.2 (Intervalle)

Unintervalle[x] debornesx et X est un sous ensemble connexe, borné et fermé de nombres
réels.

X]=[XX]=fx2Rj x- X- Xg (2.2
avec X; X 2 R:
La longueur de I'intervalle [x] est donnée par :
w([x]) = Xi x: (2.3)

Dé..nition 2.3 (Pavé, en anglais: hox)
Un pavé ou vecteur d'intervalles [x] de R" est le produit cartésien de n intervalles et se

7
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note: 0 1
[X1]

X]=[Xd] £ E X]E E Xl = B [Xi] : (2.4)

[Xn]
La longueur du pavé [x] est la longueur du plus grand de ces cotés

w(X) = max w([x]):

an
Le centre du pavé [x] est dé..ni par:
T+

o Xooo (2.5)

Xii X1 X0 %
2 P | 2 P | 2

c(x]) =

Remarque 2.1

Un réd x est un intervalle dégénéré c'est a dire un intervalle dont les deux bornes sont
égales, X = x = x. Dela méme maniére un vecteur réedl a n composantes est auss un pave
de longueur nulle.

X = (X, Xa] ;i i x5 s X Xa ) T

Dé..nition 2.4 (Sous-pavage)
Un sous-pavage est une union de pavés.

Dé..nition 2.5 (Plan principal, Bissection et Trisection)

Le plan principal du pavé [x] est le plan de symétrie orthogonal & un axei correspondant
au coté de longueur maximale. Sil y a plusieurs cotés de longueur maximales au pavé [X]
alors nous en choisissons un de telle sorte que:

i = minfj 2 Nj w(x]) = w(lx])g: (2.6)

Retenons qu’une bissection ou encore une trisection du pavé [x] consiste en un ou deux
découpages suivant le plan principal de ce pavé. L’opération génére a partir du pavé [X]
plusieurs paves . Is [x],, [X],, [X]s.

- Cas de bissection:

- °

+Xi

X, = [X;Xi£ £ lii_iT £ £ [X,;%n] (2.7)
[X], = [X;Xi£ £ Zi ;Yi ;Yih £ E X %] (2.8)
- Casde trisection:
X];, = XuXE £ XX+ d £ E [X,; %] (2.9)
X, = XpXi]E £ X +dx +2d £ £ [X,;Xn] (2.10)
[Xl; = [XuXi£ £ X+ 20,X]£ £ [X,Xn] (2.11)
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avecd = (x; + X;)=3:

Dé..nition 2.6 (inclusion d’ensembles)
Soient A et B deux sous ensembles. Rappelons que A est inclus dans B si et seulement s
tout dément de A appartient a B. Il en est de méme pour deux pavés.

A¥vB, (8x2A;x2B): (2.12)

2.2 Opeérations ensemblistes pures

Ces opérations sappliquent sur des sous ensembles de R" en général.. Elles regroupent
I"'union, I'intersection, le produit scalaire et la projection. Soient X et Y deux sous en-
sembles provenant respectivement de R" et de R™.

n 0

Proj; (X) = X 2R"j 9x = (XX 55 %) 2R, X 2X (2.13)
X\Y = fx2R"j x2Xetx2Yg; avecn=m; (2.19)
X[Y = F\xZR”ijXoEXZYg;aveCQ:m; (2.15)
XEY =  (Xy)'2R™™ x2Xety2Y : (2.16)

Considérons en particulier trois pavés [x]; [y] et [z] de R" & une opération ensembliste
3 2f\;[;Egteleque:

[z]1 = [X]3 [y];

alors nous avons
[z]1=[x13 [yi]; 8i="fL12:;ng:

2.3 Calcul par intervalles

Comme pour les réels, le calcul par intervalle manipule des opérations arithmétiques et
des fonctions classiques.

2.3.1 Arithmétique sur les intervalles

Nous dé..nissons une opération quelconque + entre deux sous ensembles X et Y.

XY =fxzyjx2Xey2Yqg: (2.17)



10 CHAPITRE 2. NOTIONS SUR L’ANALYSE PAR INTERVALLES

Pour £2 f+;i ;1 =g; lerécapitulatif des opérations sur les intervalles est donné par :

o}

£
XI+ = x+y X+

Yy
XIi D]=gxi §.Xi y ; ¢ i ¢
XIal]= min Xy Xy Xy Xy max Xy, Xy Xy Xy (2.18)
=[] = Xle §ig 1802
[i1;1]; sinon

2.3.2 Fonctions d’inclusion

Sf:Rj! Restunefonction démentaire (tan, cos, sin, exp, log, sgr, etc.), une fonction
d’inclusion est dé..nie par une extension intervalle de f telle que:

[f]1:IRj! IR
[XIvt [FI(XD) = [Ff (x)ix 2 [x]d]

ou IR correspond a I'’ensemble des intervalles de R, et [A] au plus petit intervalle qui
contient le sous ensemble A. Ceci revient a dire que la fonction d’inclusion [f ] ([x]) est le
plus petit intervalle contenant f ([x]) : Par exemple la fonction d’inclusion d’une fonction
continue et monotone f est donnée par :

(2.19)

[F1(Ix]) = [min(f ()5 f (X));max(f (x); f (X))]: (2.20)

Dansle cas ou la fonction n’est pas monotone, nous ne pouvons plus appliquer la relation
(2.20).

Exemple 2.1
La fonction exponentielle éant continue et croissante, nous avons:

[exp] ([X]) = [min (exp (X) ; exp (X)) ; max (exp (X) ; exp (X))]

_ (2.21)
= [exp(x);exp (X)]:

Exemple 2.2
Soit la fonction cosinus non monotone, nous procédons de la fagon suivante

[cos] ([x]) = [cos; Tos];

avec:
i L, s 9k 2 Zj2kVat+ a2 [X]

min (cos(x); cos(X)) ; sinon

+1, § 9k 2 Zj2kva2 [X]
max (cos(x); cos(X)) ; sinon
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La généralisation du concept de la fonction d’inclusion sur une fonction vectorielle f :
R"! R™ est donnée par:
[fl:IR"! IR™
X1V [FI(xD) = [F.I(IXD £ £ [Fm](IX])

ol IR" correspond a I’ensemble des pavés de R", et [f;]([x]) la fonction d’inclusion de la
iPMm€ composante de f.

(2.22)
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Chapitre 3

|nversion Ensembliste

Dans ce chapitre, nous allons essayé d'expliquer en détails ce que nous entendons par
inversion ensembliste. Pour illustrer les arguments qui seront avances, il nous semble
indispensable de citer quelques exemples d’applications. Parmi les problémes qui se sont
couramment poses, nous avons chois ceux qui étaient susceptibles d’avoir un réel intérét
pratique et dont la résolution n’était pas forcément évidente Jaulin [3]. Nous présenterons
chaque probléme avec le formalisme qui lui est propre. Dans les exemples que hous aurons
atraiter I'ensemble P correspond au domaine de recherche ou encore au sous ensemble de
R" dans leque nous réaliserons une analyse approfondie de I’ espace.

Dé..nition 3.1 (Inversion Ensembliste)

S f:R"j! R™ est unefonction continu et dicérentiable et Y un sous ensemble de R™.
La théorie de I'inversion ensembliste permet de trouver I’ensemble image réciproque de Y
par la fonction f. La formalisation mathématique de ceci S'écrit :

X=fx2R" f(x)2Yg=fit(Y): (3.2

Résoudre un probléme d’inversion ensembliste revient a caractériser le sous ensemble X.

3.1 Problemes d’'inversion ensembliste

3.1.1 Domaine de stabilité d’'un systeme linéaire

Considérons un systéme linéaire a temps continu d’ordre n, d’entrée u; de sortiey et de
matrice transfert M (s), modéisé par le schéma ..gure 3.1.

13
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— Me

Figure~3.1: Représentation d’un processus physique

Les automaticiens ont I’habitude de dé..nir un tel systéme par une représentation d’état
qui sécrit sous forme du systeme d’équation (3.2).

Xx=AXx(t)+B:u(t)

: (3.2
y = C:x(t) +D:u(t)

Considérons a présent que la matrice d’évolution A dépend du vecteur p. Ce vecteur de
paramétres correspond a des grandeurs physiques incertaines, par exemple des masses, un
coeC cient d’amortissement ou encore un réseaux de résistances dans un circuit éectrique.
La démarche adoptée est celle de la détermination de I’ensemble des vecteurs p assurant
la stabilité du systeme. Pour cela, nous allons calculer le polynéme caractéristique de
la matrice d’évolution A (p); ceci revient au méme que de considérer le dénominateur
commun de M (s).

Pa (s;p) = det (A (p)i sln) =Xn a (p):s': (3.3)
i=0

Un systéme est stable s et seulement s lespartiesréelles desracines du polynéme caract é
ristique de A sont négatives. Cependant lorsque le degré de ce polyndme est supérieur a
2, le calcul de sesracines peut ére unetache fastidieuse. C’est justement pour celaquele
critere de Routh est tres souvent utilisé dans I’éude de la stabilité des systémes linéaires
a temps continu. Ce procédé permet de décider de la stabilité d’'un systéme a partir seu-
lement des coe¢ cients a; du polyndéme P, . Le choix d'un systéme a temps continu est un
concours de circonstance, nous pouvonstout auss bien choisir un systemelinéaire atemps
discret. L’adaptation du probléme dépend seulement du critére de stabilité employé. Nous
pouvons rappeler brievement la table de Routh

an ani 2 ani 4 ani 6
ani 1 ani 3 ani 5 ani 7
b, 0} bs by (3.4)

G C Cs C4

ou
b1: anj 18n;j 2i @nanj 3. b2: Anj 1Anj 4i @n@nj 5. +us
anj 1 ! anj 1 T (35)
— ban; si ban; 1. ...

Cy = %3l bdn s Sélbza"i L, &= b ;o
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Le polyndéme est stable Sil n'y a pas de changement de signe suivant la premiére colonne
de la table de Routh (3.4). Géné&ralement a, = 1; nous remarquons dans ce cas qu’un
systéme est stable s les coet cients de la premiére colonne sont positifs. Ains I’ensemble
des solutions a déterminer est dé..ni comme suit :

S=1pj Pa(s;p) est stableg: (3.6)

Les conditions imposées par le critére de Routh se décrivent par un systéme d’inéguation
du type:
fi(p) > 0 i=12:0n: (3.7)

Ains formulé notre probléme revient a un probléme d’'inversion ensembliste. Nous re-
viendrons sur cette notion dans le troisiéme chapitre de ce rapport. Soit Y = (]0;1 ["),
I’ensemble a caractériser seécrit :

S=fil(Y)=fpjf(p)2 Yg: (3.8)

Les deux exemples exposés ci-dessous sont tirés de la publication de Jaulin et Walter [12].

Exemple 3.1: Soit le systéme linéaire caractérisé par le polyndme caractéristique,
Pa (s;p) = 8>+ sin(pip,) $% + pis+ pupe = S°+ @S° + aus + & (3.9)

Aprés application du critere de Routh selon le tableau (3.4), nous obtenons des conditions
sur les coet cients de P, a..n que le systeme soit stable, il vient :

8 8
2 3>0 2 pip2>0
S &> 0 ) S sin(pp2) > 0 : (3.10)
aai >0 ° pisn(ppe)i pip2> 0
En formulant ces inégalités nous pouvons écrire:
0 1
P1P2
f(p) = & sin(pup) K>o (311)

pZsin(piP2) i PiP2

Le probléme revient a trouver I’ensemble des parameétres (p.; p.) tel que P, soit stable
© - i 3¢
S= p2P%R* f(p)>0 =1f*]0;1 [ : (3.12)

ou P représentel’ensemble des paramétres acceptables, c'est a dire le domaine derecherche
choisi.
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Exemple 3.2: Considérons le processus décrit par la fonction de transfert :

k! 2 _
(1+ Ts)(s?+ 2zl os+ 1 3)’

H(s) = (3.13)
Les valeurs nominales des paramétressont: k= 1, T = j1,z=1¢e !, = 1 Nous
remarquons I'instabilité du systeme (3.13) en régime nominal gréce a un smple calcul des
zé&ros du dénominateur s3> = j 1; s3 = 1: Pour stabiliser le systeme, nous procédons a la
mise en place d’'une commande sé&rie type PID. Tout ceci est ensuite mis en boucle fermée
(..gure 3.2).

v

v

S G(s)

H(s)

Figure~3.2: Systéme régulé par une commande PID

La commande PID est de la forme:
C3S?+ CS+ ¢
S :

Apreés calcul du polynéme caractéristique du systeme M (s) en boucle fermée, nous obte-
nons:

G(s) =

(3.14)

H T u M Al

I |2 |2
P(s)= 5™ 2210+ = s+ 220412 14 Ko™ gy Lol @l Loka 545
T T T
Pour les valeurs nominalesde! o, T; k et z, P(s) devient :
Prom(s) = s*+ s°i (1+ ) s? (1+ &)s+ o (3.16)

Le systémenominal est stablepour: ¢;=j 1, =i 2,¢c3= i 6, il est facilede le véri..er
grace au critére de Routh. Nous cherchons a déterminer la robustesse de la commande
PID en fonction des variations des parametres z et T. Autrement dit, il faut caractériser
I’ensemble S des couples(z; T) tel quelemodéle en boucle ferméereste stable. L’expression

(3.15) sécrit de nouveau en fonction des, z et T :
u 1 H_ l

1 27 1 1
P(s;z;T)=s*'+ 22+ = s+ +1 §°j =s+ = (317
(s;z;T)=s T S T Sl _I_s T( )

s*+ ags® + a,8% + a;s+ ap: (3.18)

P (s;p)
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Nous appliquons a partir du polynéme (3.17) le cheminement de I’exemple 3.1, Cest a
dire que nous essayons de déterminer les conditions sur z et T pour que le systéme soit
stable. Il vient : 8

>0
% >0 (3.19)
§ Az > 0
T oaaazj & aa3> 0
L’ensemble solution du probléme peut sécrire:
© — a
S=fil(Y)= (z;T)2P%R? f(z;T)2Y : (3.20)
avec
0 1 1
L :
f(p)=1(z;T) = T 3.21
P=1EzN=8 o 22+ Tij 6)(2zT+ 1)+ 1 (520
i %(22+ Ti 6)(22T+ 1) &+ L (22T + 1)°
et
Y = (Jo;1 D*: (3.22)
Nous retrouverons la résolution de ces deux exemples dans la partie 3.2.3.
3.1.2 Estimation ensembliste & erreurs bornées
Considérons une application y paramétrée en p, dé.nie par:
. Nx : | n
yprR™ i RY e p2PwsR™ (3.23)
xy! f(p;x)
e Y 2RY aveci = f1;2;::;;Ng; les ensembles associés aux incertitudes sur chagque

(Yp); = Yp (Xi), pour un nombre N d’échantillons x;. Une estimation a erreur bornée sur
I’application y, consiste a rechercher I'ensemble des parametres p permettant a y,(x;)
de satisfaire ou d’appartenir aux contraintes Y;.
\N
S=  fp2P%R™j y,(xi) = f(p;xi) 2 Yig: (3.29)
i=1
Laformulation en termed’inversion ensemblistedel’expression (3.24) sefait par larelation

suivante:
\N
S= fil(Y): (3.25)

i=1
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Il est possible d’associer aux N échantillons de x les domaines d’'incertitudes X;, cette
considération peut changer compléetement la facon de concevoir le probléeme. Nous verrons
cela dans le chapitre suivant.

Exemple 3.3: Probléme de Milanese et Vicino (Voir Jaulin, Walter [8])

Pour mieux comprendre le formalisme mathématique développé ci-dessus, il faut se donner
une application pratique ou les dimensions des ensembles sont réalistes. Par exemple a la
suite d’'une expérimentation, nous obtenons sur un systéme supposé inconnu le vecteur
des données:

Ym = (7:39;4:09; 1:74; 0:097; j 2:55; 2:69; 2:07;i 1:44;; 0:98; | 0:66)T (3.26)
correspondant a dix mesures prélevées aux instants:
t = (0:75; 15, 2:25;, 3, 6;9; 13; 17; 21; 25)" : (3.27)

Le modéle simpli..€¢ a deux parametres est inspiré de celui de Milanese et Vicino. Nous
choisissons un modée simple pour des raisons de commodité graphigue, en sachant qu’un
modéle plus compliqué implique les mémes étapes de conception.

Yo (t) = f (p;t) = 20exp (i pat) i 8exp(i pqt)
(3.28)

) Yp(t)=y(p)=20exp(i pit) i 8exp(i pot):

De plus un vecteur d’erreurs e (p) associées a chaque mesures y,, est donné par le const-
ructeur, pour e(p) = ym i Y (p) nous avons:

e(p) 2 E=f Ej i €max © € €maxd (3-29)

avec

€max = 0:5)ymj + 1: (3.30)
Grace a ces données, nous sommes capables de déterminer les ensembles Y;

Yi=Ymi €; 8e 2 E: (3.31)
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Considérons a présent letableau récapitulatif des grandeurs propres associées au probleme.

i ti, Xj (ym)i (emax)i Ei Yi
1 |075 7:.36 | 468 [i 4:68;4.68] [2:68; 12:04]
2 |15 4:09 | 3045 |[j 3:045; 3:045] [1:045; 7:135]
3 |225 |174 | 187 [i 1:87;1:87] [i 0:13;3:61]
4 |3 0:097 | 1:0485 | [j 1:0485; 1:0485] | [} 0:9515; 1:1455]
5 |6 i 255 | 2:275 | [i 2275;2:275] [i 4:825;; 0:275]
6 |9 j 269 | 22345 | [j 2:345; 2:345] [i 5:035;i 0:345]
7 |13 i 207 | 2035 | [j 2035;2:035] [i 4:105;; 0:035]
8 |17 i 144 | 1:72 [i 1:72;1:72) [i 3:16; 0:28]
9 |21 i 0:98 | 1:49 [i 1:49;1:49] [i 2:47;0:5]]
10| 25 i 0:66 | 1:33 [i 1:33;1:33] [i 1:99; 0:67]
y()
140
12k
E11 ] . P
8 N
b
A
2 -
of l l
2+
WS
_8 i i i i Il Il
o 5 10 15 20 25 t

Figure~3.3: Représentation des barres d’incertitudes Y; pour le probleme de Milanese et

Vicino

Le probléme de Milanese et Vicino a pour objectif de caractériser I'ensemble des pa-
rametres p, a..n que la courbe du modéle y,, (t) passe a travers les barres d’incertitudes
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ci-dessus. Cela revient a caractériser I'ensemble Stel que:

NF10 © — a
S= P2P%R? y, (1) 2,
NF10 (3.32)
= Y

i=1

3.2 Algorithmes d’'inversion ensemblistes - SIVIA

Il n’existe pas beaucoup de méthodes pour résoudre les problémes que nous venons deciter.
Les principales techniques d’approche n'ont é&é construites qu'en 1992, avec I'algorithme
d’'inversion ensembliste de Moore [11] et SIVIA (Set Inverter Algorithm Via Interval Ana-
lisys) de Jaulin [3]. Quelques innovations ont & é ensuite apportées a ces algorithmes pour
permettre la résolution d’un plus large évantail de problémes ensemblistes.

Rappeons qu'un algorithme d’'inversion ensembliste permet de réaliser une approximation
de I'ensemble X par un sous pavage. Si f est une fonction continu, et Y un sous ensemble
alors:

X =fil(y): (3.33)

3.2.1 Principe

Lesalgorithmes d’inversion ensemblistes sont de type arborescent (branch and bound). Ils
se composent essentiellement de trois éapes qui sont: le choix d’un pavé initial cense
contenir les solutions recherchées, les tests d’'inclusion et la bissection.

- Tests d’inclusion
Les dinérents tests sont réalisés a partir de la fonction d’inclusion [f]([x]) (cf chapitre 2,
section 2.3.2). Pour un pavé initial [Xo], trois cas de ..gures sont possibles:

1: [f1([xo]) Y2Y ) [Xo] %2 X [Xo] est acceptable (Pavé noir)

2: [f1(xaD\ Y =73 ) [Xo]\ X=7; [Xo] est inacceptable (Pavé gris)

3: [f1(xeD)\ Y 6 ; [Xo] est incertain ou ambigu (Pavé blanc)
- Bissection

Si [Xo] est incertain, alors nous réalisons une bissection sur celui-ci. Les deux pavés générés
sont de nouveau testés, puis I'algorithme se propage tant gu’il reste un pavé incertain. Il
est clair que nous ne pouvons continuer a découper les pavés a I'in.ni. C'est justement
pour cela que nous .xerons une limite appeée précison du sous-pavage, cette limite
marque I'arré de I'algorithme. Ains les pavés acceptables et inacceptables représentent
les feuilles de I’arborescence de I’algorithme, les pavés ambigus en sont les noeuds.
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(=D

[ 1

Figure~3.4: Principe du test d’inclusion sur des pavés

Le procédé permet la caractérisation detrois sous-pavages X' , X*, & @X, correspondant
a des codes de couleurs spéci..ques.

1. X* : sous-pavage inacceptable ’'gris
2. Xi . sous-pavage acceptable  'noir’
3. @X : sous-pavage incertain "blanc’

Xi X Y X*

A (3.34)
P=[x]=X [ X*[ @&.
@ et une frontiére dont le volume dépend de la précision 2 du sous-pavage. Le volume
de @ croit lorsgue 2 augmente et décroit quand 2 diminue.

3.2.2 Algorithme SIVIA

Nous utiliserons I'algorithme de SIVIA pour caractériser le sous ensemble X avec une
précison requise 2. Cet algorithme utilise une pile P servant a stocker les paveés inter-
médiaires et une pile auxiliaire P° dans laquelle nous stockerons uniquement les pavés
solutions ou les pavés de petite taille. S nous choisissons le pavé [xo] te que P = [X¢],
ceui-ci est alors initialement rangé dans la pile P. Lors de la procédure de parcours de
P, nous récupérons a chaque fois le pavé au sommet de la pile dans un pavé temporaire
[x]. Aprés cette opération, la pile est vidée de I’'dément du sommet. A partir de [x], nous
eaectuons des tests sur la fonction d’inclusion [f]([x]). S le pavé [x] est ambigu et la
longueur w ([x]) est supérieure a2, nous procédons a une bissection de [x] (Dé. .nition2.4).
Les deux pavés genéres [x], et [x], sont ensuite rangés au sommet de la pile P. Sinon la
pile P? est augmenté de [x].
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Algorithme: SIVIA(Entrées: f, [Xg], Y, 2; Sortie: X =P?9)
Initialisation: P°A ;: P A [Xq];

1 Tant que (P 6 ;) faire

2 [X] A retirer 'dément au sommet de P,

3 Si ([f1([x]) ¥2Y) alors

31 POA PO[ [x], Aller a1;

4 Si (fI(xD\ Y & ;) alors

4.1 Si (w([x]) < 2) alors

4.1.1 POA PO[ [x]; Aller & 1;

4.2 Sinon

4.2.1 Bissection de [x] ! ([x];;[X],);

4.2.2 PA P[[x],;PA P[ [x],;Alleray
5 ALLER A 1;

6 Fin tant que

Une autre fagon de concevoir SIVIA serait de mettre I’algorithme sous forme récursive.
Cette nouvelle formulation respecte la structure de pile pour le stockage des pavés in-
termédiaires. Le mode de fonctionnement et I'organisation interne de cette version de
SIVIA sont détaillés dans I'organigramme ..gure 3.5. Nous avons travaillé sur plusieurs
bibliotheques de programmes contenant les fonctions d’inclusions propre aux intervalles:
interval.cpp et box.cpp. Les algorithmes que nous implémenterons sont codés en C+ +.

La principale dicérence entre SIVIA et I'algorithme d’inversion ensembliste de Moore est
I'utilisation d’une .le d’attente au lieu d’'une pile. En emet dans I'algorithme de Moore,
les déments sont placés en queue de .le. Nous avons par conséguent besoin d’une plus
grande quantité de mémoaire.
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SIVIA([X].f(x),Y ,¢)
Pavé de recherche|
initial o
w(X))<e »FIN 1 : Tracé([x],’jaune’)
P=[x] »
w([X])>¢
Fonction
[f1([x1)
Tests d’'inclusions
[ﬂ([x])c“ﬂ » FIN 2 : Tracé([x],’rouge’)
[ﬂ(m)ﬁw:@ » FIN 3 : Tracé([x],'blev’)
[x)NTEe
4
Bissection de [x]
X, | IX],

A 4

SIVIA([X],f(x), Y &) > FIN 4.1,4.2,4.3,...

A\ 4

SIVIA(X],f(x), V,c) H—> FIN 51,5.2,53....

Figure~3.5: Fonctionnement de la version récursive de SIVIA
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3.2.3 Application a la caractérisation du domaine de stabilité

Nous cherchons a caractériser I’ensemble de stabilité d’'un polyndme P (s;p) dans un
espace de parametres incertains.

S=fp2PP(s;p) est stableg: (3.35

Exemple 3.4: S nous prenons dans la logique . xée, le polynéme suivant :
P (s;p) = s>+ sSin(pip2) §° + pis+ pupe:

Il est possible de caractériser le domaine de stabilité en appliquant directement SIVIA.
Nous avons adopt € pour celales paramétres de simulation issusd’une publication de Jaulin
[12]. Aprés exécution du programme sur un PC 250Mhz/ 10Go, nous obtenons au bout de
29 secondes, avec une précision de2 = 10' 2 et un pavé de recherche de P = [j 10;10F, le
pavage représenté par la ..gure 3.6.

Figure~3.6: Caractérisation du domaine de stabilité pour I'exemple 3.4. Le cadre corres-
pond au pavé P = [ 10; 10]* dans I'espace (p:; p.)

Le sous pavage en noir représente les parametres qui stabilisent le P (s;p). Les sous
pavages en gris ou blanc décrivent respectivement I’ensemble des parameétres non solutions
et incertains.

Exemple 3.5: Considérons dans un deuxieme cas le polynéme

u T Mo l
P(s;p) = P(s;z;T)=s"+ 2+ < g+ 210, s %S+%
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De la méme fagon que I’exemple 3.4, nous utilisons SIVIA pour caractériser I’ensemble des
paramétres (z; T)" qui permettent la stabilité du systéme. Les paramétres de simulation
sont les mémes que dans le cas précédent, nous modi..ons seulement la précision avec
2 = 5:10' 3. Apres un temps de calcul de 19 secondes, nous obtenons une caractérisation
compléte du domaine de stabilité sur P = [j 10;10]° (voir . gure 3.7).

Figure~3.7: Caractérisation du domaine de stabilité pour I’exemple 3.5. Le cadre corres-
pond au pavé P = [j 10; 10]2 dans I'espace (p1; p2)

3.2.4 Application au probleme de Milanese et Vicino

Référons nous au probléme de la section 3.1.2, il Sagit de déterminer I'ensemble des
paramétres (p; p2) tel que:

\10 n — 0 \0
S= (pup) 2P Y (t)2Y = fil(Y)

i=1 i=1

avec le modéle d'équation::

Yo () = f (p;t) = 20exp (i pat) i 8exp(i pat)
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et le tableau:

[ ti Yi

1 | 0:75 | [2:68;12:04]

2 | 1.5 | [1:045; 7:135]

3 | 225 [j 0:13;3:61]

4 |3 [i 0:9515;1:1455]
5|6 [i 4:825;; 0:275]
6 |9 [i 5:035;i 0:345]
7 |13 [i 4:105;; 0:035]
8 |17 | [i 3:16; 0:28]

9 |21 |[j 2:47,0:51]
10125 | [j 1:99 0:67]

Nous prélevons au cours de la simulation quelques données indicatifs.

Simulation SIVIA

Ordinateur utilise PC 250Mhz/ 10Go
Pavé de recherche P = [j 0:1; 1] (3.36)
Précision 2=1072
Temps de calcul 10 secondes

Figure~3.8: Pavage obtenu lors de la résolution du probléeme de Milanese et Vicino sim-
pli. & Le cadre correspond au pavé P = [j 0:1;1]° dans I'espace (p:; ps)

SIVIA générele pavage représenté par la ..gure 3.8. L’ensemble Sest caractérise en grande
partie par le sous-pavage noir, le sous pavage blanc détermine la zone d’incertitude.
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3.3 Limiteet complexité desalgorithmesensemblistes

Lorsque I’ensemble a caractériser X est de grande dimension (supérieure par exempleas),
il devient quasiment impossible deréaliser une bonne approximation de X. Une explication
smple et plausible serait le fait que I’espace de recherche devient volumineux. Ceci justi..e
gue les temps de calcul tendent vers I'in..ni s nous exigeons une bonne précision sur la
caractérisation. Nous pouvons nous contenter d’'une grossiere approximation de X dans
certains problémes, nous limiterons dans ce cas I'explosion des calculs numériques.

Pour se donner un ordre de grandeur concernant les temps de calcul, nous allons éudier
la complexité de I'algorithme SIVIA. Nous précisons que la complexité d’un algorithme
A est une fonction C, qui donne dans le pire des cas, une approximation du nombre
d’instructions eaectuées lors d'une exécution de A.

¥ Fwgp”

Csivia W N: >

(3.37)
i=1

avec N le nombre de lignes d’instruction de SIVIA, [x] le pavé de recherche initial, n la
dimension de [x] et 2 la précision requise. Sdon la formule (3.37), SIVIA est de complexité
exponentielle.

Considérons par exemple un pavé [x] de dimension 5, avec les longueurs de chaque coté
égalesa 1. S nous découpons systématiquement les pavésissus de [x] tant queleurstailles
sont supérieures a2 = 10 2, le nombre de bissections atteint alors un milliard. Le temps
de calcul dans ce cas est directement proportionnel au nombre de bissections réalisées.

3.4 Reéduction d’'un pavé sous contraintes

La contraction d’un pavé sous une contrainte est un concept qui a é&é développé pour
contourner le probleme de la complexité exponentielle des algorithmes ensemblistes. Parmi
les multiples méthodes de réduction de pavé, méthode de Newton par intervalle, linéa-
risation extérieure (voir [2] et [3]), nous utiliserons principalement la propagation des
contraintes sur les intervalles a cause de la facilité de son élaboration. Les principes de
cette méthode serviront a la réalisation des opérateurs de réduction (voir [5]).

3.4.1 Propagation des contraintes sur les intervalles
Contraintes

La contrainte est une expression mathématique qui éablit des rdations entre plusieurs
variables. Soit f: R" j ! R™ unefonction quelconque et [X] un pavédeR". Unecontrainte
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entre les variables de f peut se mettre sous la forme:

8
2 fa(Xyxainx,) =0
C: S : tel que: x; 2 [xi], 812 f1;2;::;;ng (3.38)
o (X Xor X)) =0
f(x)=0
) (X) (3.39)
x 2 [x]:
Notonsbien, quetoutesles équationsou inéquations peuvent s écrire de la méme fagon que
le systéme d’équations (3.39). |l est possible de montrer ceci grace a un exemple simple.
Considérons la contrainte G, sur la variable vectorielle x et une fonction g(x) dé..nie de

R" dans R™.

g(x), a
: 3.40
G X 2R", a2R™: ( )
Nous pouvons aussi écrire:
8 8

2 O (X1;X2; 5 Xn) , & 2 01 (X1;X2;:5Xn) 2 [a; +1 [
> : () > : (3.41)

On (X1, X255 Xn) , @m On (X1;X2; 555 Xn) 2 [@am; +1 [

Notons [a] un pavé de R™ td que[a] = [a;;+1 [£ i £ [an;+1 [, dlors:

9(x) 2 [a].
L’expression (3.40) devient ..nalement :
( (
G g(x)i y=0 h(x;y)=10 (3.42)
X 2R",y 2 [a] (x;y) 2R"E [a].

Principe de la propagation des contraintes

La propagation des contraintes sur les intervalles permet sur un domaine de variables
prédé..ni une réduction considérable. Les parties du domaine qui sont inconsistantes par
rapport & une contrainte peuvent étre systématiquement supprimées. La technique est
toujours la méme, nous nous servons d’'un exemple pour expliquer ce que c'est qu'une
valeur inconsistante vis a vis d’'une contrainte. Soit la contrainte G, sur les variables x4,

X2, X3 (

G

X3 = X1+ Xz
te que: (X1;X2;%3) 2 [i 1,21 £ [0; 3] £ [4;8].

X3 = 6 est une valeur inconsistante vis a vis de G pour la raison suivante:

8 (X1;%X2) 2 [i L2 £ [0;3], X1 + X2 6 Xa.
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De méme x3 2 [6; 8] est un domaine inconsistant pour G car :
8 (X1;%X2;%3) 2 [i L,2]£ [0; 3£ [6;8], X1 + X2 6 Xa.

Pour propager la contrainte G sur les domaines initiaux [x1] = [i 1;2], [x2] = [0; 3] et
[X3] = [4; 8], nous déterminons chacune des variables en fonction des autres variables.
Puis nous récupérons les intersections avec les domaines précédents. Ainsi pour Xi, Xo,
X3, il vient:

[Xs] = [Xa]\ ([xa] + [x2]) ) [xs] = [45]

[Xa] = [Xa]\ (Ixs]i [x2]) ) [xad=[1:2] (3.43)

[X2] = [X2]\ (Ixs]i [xa]) ) [x2] = [2 3]
Nous recommencons le procédé (3.43) jusqu’a ce que les domaines ne se réduisent plus.
Les résultats aprées un seul parcours du procédé sont donnés par :

[X1] [X2] | [Xa]
domaines initiaux | [j 1;2] | [0;3] | [4; 8]
domaines ..naux | [1;2] [2;3] | [4;5]

3.4.2 Dé..nition d'un opérateur de réduction

Un opérateur de réduction ou contracteur est une application qui permet de réduire sans
bissection un pavé [x] par rapport & un ensemble S (voir ..gure 3.9). L’application Cs est
dé. nie par:
Cs: IR™j! IR™
x]7! Cs(Ix]
avec n, la dimension du pave [x]. Le contracteur pour I'ensemble S %2 R™ satisfait aux
contraintes:

(3.44)

Cs([x]) 2 [x]

B2 IR\ s= I\ S

(3.45)

3.4.3 Propriétés des contracteurs pour ensembles

Les dinérentes propriétés associeées aux contracteurs sont tirées de [6].

Cs et monotone s [XI%2ly]) Cs([x]) ¥2Cs(ly])

Cs est minimal s 8 [x] 2 IR™, Cs([x]) = [[X]\ S

Cs est "thin” s 8x 2 R™, Cs(x) = fxg\ S

Cs est redondant s 8 [x] 2 IR™, Cs(Cs([X])) = Cs([x])

Csest pluse¢ caceque Cs  [x]%[y]) Cs([x]) % C2(Iy])
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Figure~3.9: Contraction d’un pavé suivant la contrainte Cs.

Soient Cg, et Cs, deux contracteurs monotones associés respectivement aux ensembles S;
et S;, nous avons par dé..nition:

Cs,\ Cs, ([X]) = Cs (XD \ Cs, (IXD) (3.46)

Cs, [ Cs, (X]) = Cs (XD [ Cs, (XD : (3.47)

A partir desrelations (3.46) et (3.47), il est trivial de montrer que les propriétés suivantes

sont vrai :
(1) $$%S,) Cg, est auss un contracteur pour S,

(i) Cs, \ Cs, est un contracteur pour S;\ S,
(iti) Cs, [ Cs, €st un contracteur pour S;[ S;.

Lebut d'un contracteur est d’éliminer s possible les parties du pavé [x] qui sont en dehors
del’ensemble a caractériser S. Cela entraine une diminution du nombre de bissections dans
les algorithmes car les pavés intermédiaires sont alors moins volumineux.



Chapitre 4

Projection d’ensembles

La résolution de certains problémes ont amené a nous prononcer sur la projection suivant
certains axes d’'un sous ensemble dé..ni par des contraintes. Il est slire que face a une
telle situation, deux raisonnements simposent. Le premier consiste a caractériser le sous
ensemble entierement puis a procéder a la projection plre et smple de celui-ci suivant les
axes choisis. Le second met en oeuvre une caractérisation de cette projection sans apporter
d’informations quant au comportement du sous ensemble sur les autres directions. Nous
comprendrons que la premiere solution, bien que facile a élaborer est colteuse en temps
de calcul pour des raisons de complexité algorithmes. Par contre, la deuxieme solution est
peut ére moins facile a réaliser, mais reste rentable en termes de temps de calcul. 1l nous
sera plus avantageux d’envisager la seconde solution.

4.1 Deée..nition et propriétés

La projection d’un sous ensemble Z est la projection orthogonale de I’ensemble des points
de Z sur un hyperplan (voir ..gure 4.1). Cette dé..nition prend un sens particulier lorsgque
Z % R3. S la dimension du sous ensemble est supérieure & 3; une dé. nition généralisé de
la projection de Z sur I’hyperplan X est donnée par :

Zy = Projy (Z2)=1tx 2 Xj 9y 2Y, (X;y) 2 Zg. (4.2

Tous les problemes d’inversion ensembliste peuvent prendre la forme d’une projection
d’ensembles. Précisons toutefois que la réciproque n'est pas vrai. En ecet le concept de
la projection des ensembles englobe totalement celui de I'inversion ensembliste. Nous
démontrons ceci de la fagon suivante. Soit le sous ensemble X dé..ni par:

X=fil(Y)=1fx 2R"j f(x) 2 Yg: (4.2)

31
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Figure~4.1: Projection du sous ensemble Z sur X et Y.

Nous pouvons aussi écrire:

X=fx2R"J 9y 2Y,f(x)iy = Og

. : (4.3
= Projee T (X;y)2R"E Y] f(X)jy = Og
Il est utile d'illustrer la démonstration par un exemple.
Exemple 4.1: Prenons le cas d'un ensemble S tel que:
S=f(x;y)2R? x*+y*- 1g (4.4)

= f(x;¥)2R? x2+ y22 [0;1]g:
L’ensemble dé. ni par lareation (4.4) est représenté par le disque de centre O(0; 0) e de

rayon 1 (voir la ..gure 4.2a).

D’un autre point de vue, notons que S peut ére dé..ni auss comme suit :

a

© 2: 2 2
S= (X;y)2R° 9z2[0;1],x“+y“j z=0 : (4.5)

S est représenté dans ce cas par la ..gure 4.2b.
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Figure~4.2: (a) Ensemble des points du disque caractérisé grace a I'inversion ensembliste.
(b) Caractérisation d’un disgue par la projection d’une nappe paraboloide sur un plan.

4.2 Intersection de projection

Considérons m ensembles

Zi = fZi 2 [Zi]j fi(Zi) 2 [Vi]g (46)

Les ensembles Z; ont des dimensions n; qui peuvent ére dicérentes. Soit n un entier
strictement inférieur a tous les n;. Le but de cette section est de donner une caractéri-
sation de I'ensemble X des intersections des projections des Z; suivant leur n premiéres
composantes, que I’on peut écrire sous la forme

X=X\ i\ X=X (4.7
avec

| (4.8)

Ceproblémeintervient dans beaucoup de probleme d’automatique et derobotique, ce que
nous illustrerons dans les sections 4.2.1 et 4.2.2.

Nous utiliserons les notations vectoridles suivante:

X = (21,22,::1,2Z,)
(Vi) = (Zn+1:::152Zn)
(X;Vi) = (21225000020 Znw 1000 Zn)

Xi] £ [yil

1
—
N
e



34 CHAPITRE 4. PROJECTION D'ENSEMBLES

Posons [x] = [X1]\ :::\ [Xm]. Alors, il est clair que I’ensemble quel’on recherche est donné
par
\m
X= fx2[x]j9yi2[yi]etfi(x;y)2 vlg (4.9)
i=1
Dé. nissons les ensembles, dits . Itrés
Z°=122Z jProjg (z) 2 Xg: (4.10)

ou Projgn(zi) correspond a la projection du vecteur z; suivant les composantes de x:Nous
illustrons ceci par la ..gure 4.3.

Figure~4.3: lllustration graphique d'une intersection de projection ensembliste

4.2.1 Probleme de Milanese et Vicino (avec les paramétres in-
certains)

Nous étudions dans le cadre d’'un exemple d’intersection de projection ensembliste un cas
particulier du probléme de Milanese et Vicino (référence a la publication [7]). Il sagit de
reprendre le modéle d’équation suivant :

Yo () = 20exp (i pit) i 8exp(i pat).
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La dinérence avec I'exemple du paragraphe (3.1.2) vient du fait qu’en plus desincertitudes
Y; sur les mesures y, (t), la variable t est aussi associée a des marges d’incertitudes T;.
Le tableau des incertitudes est donné par :

i | T Yi

1 |[i 0:25;1:75] | [2:7;12:]]

2 | [0:5; 2:5] [1:04; 7:14]

3 | [1:25; 3:25] [i 0:13;3:61]
4 | [2;4] [i 0:95;1:15]
5 [[57 [i 4:85;i 0:29]
6 |[8;10] [i 5:06;; 0:36]
7 | [12; 14] [i 41;; 0:04]
8 | [16; 18] [i 3:16;0:3]

9 | [20;22] [i 2:5;0:51]
10 | [24; 26] [i 2,0:67]

La représentation des barres d’'incertitudes qui doivent étre respecter par le modéle de la
.gure 3.3 devient la ..gure 4.4.

Figure~4.4: Représentation des barres d’incertitudes associées aux vecteurst et y dans
le cadre [1;26] £ [j 7;13]
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L’ensemble a caractériser dans ce cas Sécrit

\10
S= fp2P%R™9t2 T vy, (t)2 Yig (4.11)

Il est possible de redé. .nir le probléme en terme d’intersection de projection ensemblistes.
Pour cela il su¢t de décomposer les éapes de conception du probléme, il vient :

\10

S= S=85\ S\ i\ Sp (4.12)

avec
S=fp2P%R™9t2 T y,(t)2 Yig (4.13)

ceci peut auss se mettre sous la forme:

S = Projef(p;t) 2 PE Ti; ¥ () 2 YiQ: (4.14)

4.2.2 Modélisation et conception d’un robot AID
M odéle géométrique direct

Les notions de modéisation et de commande des robots sont traitées dans I’ouvrage de
Khalil [1]. Nous retiendrons de ce document la modéisation géométrique d'une chaine
ouverte smplederobot. La structure d’un robot est essentiellement constituée d’articula-
tions rotoides ou prismatiques formant des liaisons entre des corps rigides. Les corps sont
préalablement numérotés par ordre croissant de la base jusgu’a I’organe terminal (..gure
A.5).

Soient X et q deux vecteurs correspondants respectivement a la position de I'organe
terminal et aux variables articulaires. La composante g est la variable articulaire associée
alaj'™e articulation, celle-ci Sexprime sous la forme:

g = %Y + %ry; (4.15)

avec: | =0;:5n

% = 04d l'articulation j est rotoide,

% = 1d larticulation j est prismatique,

% = 2 l'articulation j est ..xe ou rigide,

=10 %:

Le modde géométrique direct d’'un robot est dé. ni par larelation:

X = f(q): (4.16)
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Figure~4.5: Robot a structure ouverte smple

Pour aboutir au modéle direct du robot, nous suivons la démarche suivante. Chaque
corps C; est associe a un repere Rj (O; x;;yj;z)). Le passage du repere R;; ; au repere R;
Sexprime en fonction des quatre parametres suivants:

¢® : angle entrelesaxesz;; 1 et z; ,correspondant a une rotation autour de x;; 1,

¢d . distanceentrez;; ; et z; lelong de x;; 1,

¢y : angle entre les axes x;; 1 €t X;, correspondant a une rotation autour de z;,

¢r; . distance entre x;; 1 €t x; lelong de z;.

La matrice de tranformation dé..nissant lerepére R;; ; dans lerepere R; est donnée par :

HAT, = Rot(x;®)Trans(x; d)Rot(z; ) Trans(z;r;) (4.17)
avec:
Rot(u; W) la matrice de transformation correspondant & une rotation p autour de u
3 2 _ 3
10 0 0 1 cosy; i sny O
Rot(x;®):§O cgs@ i SN® OZ,ROt(ZJH):EO siny;  Cos 0 ’
0 sn® cos® O 00 0 0

00 0 1 00 0 1

Trans(u;a) désigne une trandation d'une distance a le long de I'axe u
2 3 2 3

1 00 d 1000
Trans(x;dj):gO 100 z,Trans(z;rj):Eo 100 z

0010 00 1r

0001 0001
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D’apres les spéci. cations que nous venons d’énoncer la relation (4.17) devient :

2 _ 3
COS i SN 0 g
AT = E cps@q s.mp,- cgs@ cosy;, j SIN® j rjsSin® z (4.18)
SN® siny; sSn® cospy;  cos®  rj COs®
0 0 0 1

L’expression (4.16) setrouve par le calcul de la derniére colonne de la matrice de passage
suivante:

0T (@) =°T1(d1) 'T2(q2) =™ 1 Th (gn): (4.19)

Probléme de conception d’un robot AID

La conception d’'un robot consiste & la détermination de paramétres spéci..ques a..n de
conférer a la structure de ce robot les propriétés recherchées. Le but de ce probleme est
de caractériser I'ensemble des paramétres de base d'un robot AID permettant a I’organe
terminal d’atteindre un certain nombre de points dans I'espace. Le robot AID est com-
pose principalement de trois articulations rotoides dont les deux premiéeres sont d’axes
concourant, la troisiéme articulation est d’axe paralléle a la seconde. Le détail de cette
structure est donné par la ..gure 4.6.

Figure~4.6: Structure d’un robot AID avec représentation des repéres associes

Nous utilisons le formalisme de Khalil et Klein..nger (voir [9] ) pour établir le modde
géométrique direct du robot AID. Le tableau des paramétres donne les informations né-
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cessaires sur I'orientation et la position des repéres R; .

1% |8 d | W [T
1]0 |0 0 |w|oO
210 [v=2 [0 [w|oO (4.20)
3(o [0 D3| |0
412 [iv=2]0 |0 |R4

La matrice de transformation du repére Ry au repére R, est déterminée selon la formule
(4.19):

0T, =0 T 17 ,:2T33T . (4.21)

Nous déterminons le modele géométrique direct selon (4.16) en considérant la derniere
colonne de la matrice °T 4. Nous passons sur les détails du calcul de °T 4, néanmoins pour
véri.er les résultats obtenus, il su¢ t de reprendre le cheminement donné en (4.18).

0
(licosp i l2sin(pe + Ws)) cOSph

X =1 (I1; 12 W bos bs) = %3 (lycospp i losin(e + Ws)) SNy & (4.22)
l1sinpe + 1, c08(lp + 1s)

avecl, = R4etl,=D3.

Nous choisissons m points de coordonnées spatiales X ;, associées au repere . xe Rqg. Nous
devons déerminer les longueurs des bras du robot |, et |, permettant a I’organe termi-
nal d’atteindre ssimultanément les m points (voir ..gure 4.7). Les a%gl%e de rotation des
articulations ;) Js Sont contraints pour chagque points au pavé ' = [j %Y avec
i = f1;2;:::;;mg. Le pavé de recherche pour les longueurs choisies est [I]. Le probléme
revient a trouver I'ensemble S dé. ni par:

\m n — o) (e}

o i1 %o B
S (51" 2079 'Withith ' 2 W ; X X;=0 : (4.23)

. . S B
En utilisant les notations: 1= (Iy,l;)" e p' = P, il vient:

\m © ¢ £ o ; ¢ a
S= Proj; L 2[]€ ¢ ,f L i X;=0 (4.24)

i=1
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Figure~4.7: Situation des bras d'un robot AID dans un espace tridimensionnel
4.2.3 Commande robuste

Nous désirons stabilisé un systéme (8;) dont la fonction de transfert est constituée de
paramétres incertains (p = (Ps; P2; Ps) ' ).

. _ P1P3
(§1) 1 Hp(s) = s+ D) (Szj S ) (4.25)

tel quep 2 [p] = [0:9; 1:1]" %. Pour cela nous utilisons une commande PI (§ ;) dont certains
coet cients sont auss incertains.

(82): Cq(9) =+ % (4.26)
avec (o; @) 2 [q] = [0; 12

Le systeme (§8;) muni de la commande PI (8,), en boucle fermée forme le systéme (§)
(cf : chapitre 3, ..gure 3.2). La fonction de transfert de (8 ) sécrit :

(S + tu) PLP3
P2s* + (p2ps + 1) SB + (P2p3 + ps) S? + (P3 + pP1P3) S+ ChpiP3’

Fqip () =
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Trouver une commande robuste consiste a déterminer les coe¢ cients g, et ¢ de Cq (S), te
que le systéme en boucle fermé soit stable pour tous paramétres (p.; p2; ps)" appartenant
a [p]. L’ensemble des commandes robustes S; sécrit :

S =fa2[qli8p 2[p]; (8) est stableg. (4.27)

La stabilité du systeme (8 ) est déterminer grace a I'application du critére de Routh (cf :
chapitre 3, section 3.1.1). Rappelons que (8 ) est stable s les coe¢ cients g(q; p) de la
premiere colonne de la table de Routh sont tous positifs.

Ss=fq2[qlj8p 2[p]; g(qg;p) > Og

avec 0 1
P2
Ppst 1
9(q;p) = P2P3+ Ps i pz(';;fip(f%) (4.28)
2 2. (p2p3+ 1)*(qup1p3)
P3 + P1Ps3 i (p2p§+ P3)(P2P3+ 1)i pz(p§+ q2p1p3)
P13
Notons:

r(a;p) = min(g(q; p);:::08(d; P)) ,

) Sy=fq2[qlidp 2[p]; r(q;p) > Og. (4.29)

S, N'est pas une projection d’ensembles, par contre son complémentaire S; en est une.
Comprenons bien que s nous arrivons a caractériser S; dans un pavé initial, alors nous
trouverons S, par la méme occasion.

S =: S ="Ffaq2[qgli: (8p 2[p]; r(a;p) > O)g

) §=fa2[qli9 2[p]; r(a;p) - O

4.3 Algorithme d’intersection de projection

L’algorithme que nous allons étudier s'inspirede SIVIA. En exet, nous pouvons considérer
gue le concept d'inversion ensembliste est un cas particulier del'intersection de projection
ensembliste. Au vu desrelations éablies dans la section 4.2, supposons que nous disposons
de m contracteurs G, G,..., G, associés aux ensembles Z;. L’algorithme qui permet la
caractérisation du sous ensemble X est donné par :
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Algorithme: SPVIA1(Entrées: f, [v], [X],[yil....,[ym],%, Sortie: L9)
Initialisation: L A f[x];[yi]; =5 ymlg; LOA ;;

1 Tant que (L 6 ;) faire

2 Récupérer les pavés f[x];[yil;:::; [ym]g du sommet delaliste L
3 Pour i = 1;2;::;;m faire  SPVIA2(i; [x];1yil; fi; [vi);

4 Si [x] = ; alors Aller a 1;

5 Si w([x]) > 2 alors

51 bissection de [x] ! ([x],; [X],),

5.2 LA L[] lyalssmle,

5.3 LA L[ f[xl,;yil:=5ymlo, Aller a1,

7 Sinon L°A L°[ f[x]g, Aller a1;

8 Fin tant que

Remarque 4.1
A chaque fois que SPVIAL setrouve au Pas 1, I'union de tous les paveés [x] dela liste L
et de L° forme un sur ensemble de X.

Algorithme: SPVIA2(Entrées et Sorties: i,[x°],[y%].g,[2])
Initalisation: L A f[x%];[y%lg, 2, A w([x°]), X°TA ;, [y]A ;;
1 Tant que (L 6 ;) faire

2 Récupérer deux pavés f [x];[yilg du sommet delalistelL,
3 Si ([g]([x]; Centre(lyi])) 2 [z]) alors

31 XTA X[ XI5 [T A Iy [yil,

32 Vider(L), aller & 1;

3 G (Ix]; yil);

4 Si (w([x]) > 2p) alors

41 bissection de [yi]! (lyil;;[yil).

4.2 LA L[ f[x];lyily; [X]; Ivil,o, Aller a1,

5 Sinon [x°1 A X[ [x]; [yl A Y1 [yil,

6 ALLERA 1,

7 Fin tant que

4.3.1 Application au probleme de Milanese et Vicino (avec les
parametres incertains)

Considéronsle probleme du paragraphe 4.2.1, nous allons résoudre cet exemple d’intersec-
tion de projection grace al’algorithme développé ci dessus. Les parametres de smulation
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sont donnés par le tableau suivant :

Simulation SPVIA1

Ordinateur utilise PC 250Mhz/ 10Go
Pavé de recherche P = [0;1:2] £ [0; 0:5]
Précision 2=102

Temps de calcul 40 secondes

Le sous pavage généré par I'algorithme SPVIAL est représenté par la ..gure 4.8. Les pavés
noirs et blancs encadrent avec la précision 2 I'ensemble solution. Les pavés gris sont les
partiesdel’espace qui nevéri..ent paslescontraintesimposées par lesbarresd’incertitudes.

Figure~4.8: Pavage obtenu lors de la résolution du probléme de la section 4.2.1. Le cadre
correspond au pavé de recherche P = [0; 1:2] £ [0; 0:5]

4.3.2 Anpplication a la conception du robot AID

De méme que dans I'application précédente, nous sommes parvenus a obtenir quelques
résultats intéressants pour le probléme du robot dans la section 4.2.2. Néanmoins nous
remarquons que lorsque I’ensemble solution est volumineux, le temps de calcul augmente
de pair. Cette augmentation dépend auss de la précision requise pour la caractérisation
deslongueurs (I;1,) de bras du robot AID. Nous avons choisi 4 situations dicérentes pour
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£ o
les domaines sur lesangles ' . Pour chaque situation, les 6 points X; a atteindre par les

bras du robot et les domaines associés aux angles sont donnés par les tableaux ci-dessous.

CF@ . ¢ CE® . £
i | X Wy W i i | X Wy b |4
1] (100 [ %Y |6 %44 1] (100 [ %Y | [ %A 4 57,
2| 010" [ %4 %40 %A 2[00 [[ %A %4] %%
SCE IRZZ 2 R E TN TR AR 5
A1 (Lo [ %A %A %A 4| Lo [ %Al v%A| G52
5| (LD [ %40 %40 %A 5@ [[%A|I%4] 452
6] (032" [[i 4| %A% [6]©L2" [ %Al %A] i 57
CHQ a0 g ) o g
|1 XI. =\ .ull.l E'HZ%. 1/4n .ui.l | XI. =\ .ull.l E'HZ%. 1/4n =, 31/4. 1/4n
(L00) |[i %4 | 4 57 |l%A| 1] (5060 |[ Y4455 d 3%
2] (050" |l %A 0 55 [ %2010 [l 4| 5% | 5T
3|0 [i%4|a%2 | twuAls|oon [[vwAlds2 |05 2
4 (L0 [ %A | 4 Sy (%A 4] @10 [ %A 45T | J 5,
5| (LLY | [ %A 55 | %A5 WL [ %4 d 55 |55
6] L2 | %¥| i5y %1601 [i%A] i%Y | iny

Apreés application de I'algorithme SPVIAL, I’ensemble solution est représenté par le sous
pavage gris (voir ..gure 4.9a, b, c, d).

Simulation SPVIA1

Ordinateur utilise PC 250Mhz/ 10Go

Pavé de recherche P =[] = [0;2]*?

Précision 2=107?

Temps de calcul (a) 1h30mn, (b) 20mn, (c) 5mn, (d) 2s.
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Figure~4.9: a, b, c et d Pavages caractérisant I’ensemble des longueurs (I1;1,) qui per-
mettent au robot AID d'atteindre les points X;. Les cadres correspondent au pavé
P = [1;1:5] £ [0:5; 1:1]

4.3.3 Application a la commande robuste

La particularité du probléme de la commande robuste vient du fait que pour déerminer
I’ensemble des commandes robustes Sy, nous passons par la caractérisation de I’ensemble
complémentaire a celui-ci S, (voir section 4.2.3). Sur la ..gure 4.10, les sous-pavages gris et
blancs donnent une assez bonne approximation de S;, tandis que les pavés noirs tendent
a recouvrir Sy. Le tableau des paramétres de simulation est le suivant :

Simulation SPVIA1

Ordinateur utilise PC 250Mhz/ 10Go
Pavé de recherche P = [q] = [0; 1]F?
Précision 2=1072

Temps de calcul ~ 30mn.
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Figure~4.10: Caractérisation de I’ensemble des commandes robustes S, par le sous-pavage
gris. Le cadre correspond au pavé [q] = [0; 1]* % dans I'espace (t; &).



Chapitre 5

Solver - Proj2D

Solver est un mot anglais qui désigne un mini-logicid interactif. Il permet d’automatiser
la résolution des problémes utilisant le méme formalisme de représentation. Le solver
Proj2D (Projection 2 Dimensions) a éé construit & partir de I'emboitement de plusieurs
.chiers et d’'un noyau central, un peu comme un jeu de puzzle. Le noyau du solver est
constitué principalement d'un ..chier DLL. Ce ..chier a pour but I'analyse syntaxique des
expressions formelles introduites par I'utilisateur. La réalisation de I'interface homme-
machine nécessite la connaissance de quelques rudiments en programmation windows. Le
développement de Proj2D a é é éaectué a partir du logiciel C+ + Builder5. Ains le solver
a la possibilité d’évoluer et d’'incorporer de nouvelles notions ou méme de satisfaire a
d’autres exigences liées a I utilisation.

5.1 Présentation du solver

Rappedonsavant d’'aller plusloin que le solver Proj2D réalise la projection en 2 dimensions
d’'un ensemble régit par plusieurs contraintes (voir chapitre 4, section 4.1). Considérons
I’ensemble S dé. ni par tous les vecteurs x appartenant a un pavé de recherche et véri..ant
des contraintes du type:

f(x) 2 Iy] (5.1)

avecf: R"! R™ une fonction vectoriele et [y] un pavé de R™. Nous choisissons par la
suite deux directions de x sur lesquelles I'ensemble S sera projeté.

L'interface du solver est constituée d’une barre d'outils, de 4 éditeurs de texte et d’'un
bouton de lancement (Run...). Les éditeurs de texte permettent de saisir le données
relatives a chaque probléme. Le mémo Constraints permet par exemple I'enregistrement
des contraintes sous la forme:

47
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M émo Constraints:
f1(x) in [yi]
f2(x) in [y2]

Fm () N [ym].

Le mémo Variables répertorie toutes les variables et leurs domaines d’appartenance. Les
variables que nous omettons de saisir sont initialisées par défaut a lI'intervalle [j 1 ,1 ].

M émo Variables:
X1 1N [X4]
X2 in [X2]

Qnin[xnl

L’éditeur Projected Variables contient le nom des variables sur lesquelles Seaectue la
projection. Sil nous arrive de saisir plus de deux variables, le solver tiendra compte des
deux premiéres variables saisies.

Projected Variables:
Xi X,

L’éditeur epsilon indique la précision du pavage, il prend par défaut la valeur 0:01. Nous
pourrons le modi..er juste avant de lancer |'application.

Il est possible auss d’entrer ces données par I'intermédiaire d’un ..chier texte. Cette
procédure obét a une syntaxe qui doit érerespectéalalettre, sans cela nous ne pouvons
garantir le bon fonctionnement du solver. En premier lieu nousouvronsun ..chier texte sur
le Bloc-notes ou tout autre éditeur de texte. Puis nous saisissons nos données en suivant
le modéle ci-dessous:
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.chier texte: data.txt
Variables

X1 in [11;71]

Xn N [X,;%Xn]
Constrairﬁs

f1(x)in YY1

“ h [
fm (X)In y iVn
Projected Variables
Xi X,

EndOfFile

Nous enregistrons nos données par exemple sur data.txt. Ensuite nous allons sur Proj2D
pour ouvrir le ..chier data.txt. Il est facile d’accéder a la boite de dialogue en utilisant le
raccourci clavier (Ctrl+O), ou encore en sdectionnant avec la souris File puis Open dans
la barre d'outils.

Les sous pavages observes lors du lancement du solver correspondent selon un code de
couleurs aux résultats obtenus pour la projection d’un ensemble dé. ni par ses contraintes.

Code de couleurs du pavage
Pavés solution rouge
Pavés non solution bleu

Pavés ambigu jaune

5.2 Composition et organisation du solver

Le solver est composé principalement de 5 ..chiers: MakeTrees.cpp, Propagations.cpp,
Solver.cpp, SPVIA.cpp et texbison.dll. Chaque unité a une tache particuliére au sein de
I"application.

5.2.1 Noyau de I'application (fexbison.dll)

Le .chier texbison.dll est le noyau autour duquel tous les autres ..chiersont été éaborés.
Grace a un systéme de codage que nous développerons par la suite, ce ..chier permet
de stocker les contraintes et les domaines associés aux variables sous forme d’arbres et
de tableaux. Cette procédure facilite la récupération et la manipulation des contraintes.
Le noyau renvoi deux informations primordiales, il Sagit de I'arbre des contraintes et du
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tableau des variables.

- Arbre des contraintes

La structure de cet arbre représente les dinérentes contraintes. L’arbre des contraintes est
constitué de noeuds. Chaque noeud correspond a un objet ou un enregistrement compose
de 6 champs.

Objet : Noeud;

1. Caractere: Code
2. Entier: Indice
3. Réd: I nf

4. Réd: Sup

5. Pointeur denoeud: FD

6. Pointeur denoeud: FG

Le champ Code correspond au symbole identi..cateur du noeud. Lorsgue nous sommes
en présence d’'une opération ou une fonction, Code peut prendre les caractéres’'+’,’-",'/’,
etc. Pour des raison de commodité nous avons attribué a chaque fonction un caractére
spéci..que. La fonction du cosinus correspond a 'C’, celledu sinusa 'S, I'exponentielle a
'E’, ains de suite. S le noeud représente une variables alors Code="V’ et s'il Sagit d’'une
constantes Code="N’.

Le champ Indice donne I'indice de chaque variable dans le tableau des variables. Les
champs Inf et Sup correspondent respectivement a la borne inférieur et supérieur des
intervalles associés a chaque variable. Les deux pointeurs de noeuds FD (.Isdroit) et FG
(.1s gauche) indique les références sur les deux prochains noeuds.

Figure~5.1: Conversion d’'une contrainte en arbre de noeuds
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- Tableau des variables

Toutes les variables ainsi que les renseignements concernant chacune d’elles sont rangées
dans un tableau. L’'implémentation de ceci sefait a I'aide d’objets dont les champs infor-
ment sur les caractéristiques des variables (le nom de la variable, le domaine d’apparte-
nance, etc.). Ains les éléments du tableau des variables sont des objets de type VAR.

Objet: VAR;

1. Chaine de caractéres: Name
2. Réd: Inf

3. Réd: Sup
4. Booléen: Select

Le booléen Select se met a vrai ou faux sdon que la variable soit projeté ou non.

5.2.2 Organisation des autres ..chiers

Le ..chier MakeTrees.cpp récupéere les arbres de contraintes, puis range a son tour les va-
riables et leurs domaines dans des pavés destinés a ére manipuler dans!’unité SPVIA.cpp.
Cettederniérecontient les procédures SPVIAl et SPVIA2 qui géreledécoupageet lestests
d’'inclusions sur les pavés (ref. chapitre 4, section 4.3). L’unité Propagation.cpp comme son
nom I'indique eaectue des procédures de propagation et retro-propagation des contraintes
sur les pavés. En. n, le ..chier Solver.cpp s'occupe de la gestion de I'interface (les boutons,
les éditeurs de textes, la barre d’'outils, etc.). Ce ..chier rend possible les sauvegardes vers
des . chiers textes qui stockent les données.

NB: Le solver a quelques problémes pour traiter des containtes ayant des variables en
commun, il sagit de petites modi..caions qui serons rajouter plus tard.
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Figure~5.2: Organisation interne du solver Proj2D



Chapitre 6
Conclusion

Tout au long de ce rapport, nous avons tenté de mettre en évidence la contribution ap-
portée par la caractérisation d’ensembles a I'automatique. Cependant méme s plusieurs
problémes ont été résolus grace aux algorithmes développés dans le chapitre 3.2, les mé-
thodes utilisées révelent certainsinconvénients majeurs. En eaet comme nous I’avons dga
expliqué, des que la dimension de I’ensemble considéré dépasse 5, une caractérisation pré-
cise devient trés di¢ cile voir impossible. Avec I'introduction des opérateurs de réduction,
nous pouvons espérer une probable atténuation du pessmisme concernant la complexité
des algorithmes.

Notons qu'il reste quoi qu’il en soit pas mal de pistes inexplorées. Une combinaison de
contracteurs issus de diverses méthodes (méthode de Newton par intervalles, linéarisation
extérieure et propagation des contraintes sur les intervalles) peut engendrer un opérateur
de réduction hautement e¢ cace. Ce qui sera possible dans un avenir immédiat, c'est de
repousser les limites en terme de dimension de I’espace. Cela signi..e que nous pourrons
essayer de caractériser un ensemble de dimension comprise entre 5 e 10 avec des temps
de calcul raisonnable. La stratégie employée sera de réduire le plus possible les pavés et de
ne concéder a une bissection qu’en dernier recours. La méhode permet des améliorations
spectaculaires lorsqu’il Sagit de caractériser des ensembles de grande dimension, trés peu
volumineux et non connexes.

Lorsque nous serons amenés a résoudre des problémes, la question de la rentabilité des
algorithmes ensemblistes peut se poser. Pour obtenir des résultats sans exigences précises,
il est clair que nous auronsintéré a utiliser des méhodes de recherches locales telles que
Monté Carlo, minimisation par descente de gradient, etc. Ces méhodes ne sont peut étre
pas garanties par rapport a la solution obtenue, mais elles marchent assez rapidement
dans la plupart des cas. Par contre, face a un probléme dans lequel hous sommes soumis
a des spéci. .cations strictes et variées, les méthodes de résolution ensemblistes semblent
les mieux indiquées. Ces problemes particuliers interviennent par exemple lors de la mi-
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nimisation globale d'une fonction, ou encore de la recherche d’un .Itre numérique d'ordre
minimal dont la fonction de transfert véri..e certaines caractéristiques. L’approche en-
sembliste est certes coliteuse en temps de calcul, mais elle permet d’obtenir des résultats
relativement ..ables et garantis.
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