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Chapit re 1

Int roduct ion

Dans ce document, nous nous sommes intéressés à la caractérisat ion d’ensembles c’est à
dire la recherche de tous les points appartenant à un sous ensemble de Rn . Dans la pra-
t ique, les sous ensembles sont souvent décrits par un modèle d’équat ions ou d’inéquat ions
quelconques. La méthode de caractérisat ion que nous adopterons par la suite est celle de

l’approximat ion d’un sous ensemble par une union de pavés appelée aussi sous pavage. La
not ion de pavé pris comme unité const itut ive d’un ensemble a été formalisée la toute pre-
mière fois en 1966 à travers les oeuvres de Moore [10]. Une caractérisat ion e¢ cace revient
à trouver le plus pet it sous pavage contenant l’ensemble solut ion du problème considéré.

La possibilité de pouvoir raisonner en terme d’ensembles modi…e complètement la tech-
nique d’approche et de concept ion de certains problèmes. En e¤et, l’originalité de cette
nouvelle méthode de résolut ion s’appuie sur des propriétés tout à fait intéressantes pour

la modélisat ion, la commande et l’est imat ion de systèmes physiques concrets. I l est im-
portant de signaler parmi ces propriétés, la possibilité de déterminer une in…nité de vec-
teurs solut ions répondant aux caractérist iques d’un problème part iculier. Nous ajoutons
à cela l’assurance de ne perdre aucune solut ion dans un espace de paramètres ainsi que

la synthèse d’ensembles non connexes ou issue de processus non linéaires. La démarche
du raisonnement ensembliste di¤ère de la recherche de solut ions ponctuelles dans le sens
qu’elle est ime un résultat par une marge d’erreur le contenant à coup sûr. Ceci est un
facteur déterminant pour la garant ie de l’ensemble caractérisé.

De manièregénérale, la caractérisation d’ensembles permet de résoudre non seulement des
problèmes ensemblistes, mais aussi les problèmes ponctuels qui peuvent leur être associés.
Dans un souci de just i…cat ion, un problème ensembliste peut être considéré comme une

généralisat ion du problème ponctuel. Cette dernière catégorie de problèmes s’intéresse
à un ensemble …ni de points solut ions. Toutefois il ne faut perdre de vue le fait que
les algorithmes ensemblistes les plus courants sont basés principalement sur l’analyse
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

et le calcul par intervalles qui est un cas part iculier du calcul ensembliste (voir Jaulin
[4]). Le développement de ce nouvel out il mathémat ique ainsi que les lois qu’il engendre
permettent la manipulation de structures ensemblistes assez simples de type pavés. Une
conséquence directe de cette facilité de maniement est l’analyse en un temps …ni d’un

bloc const itué d’une in…nité de points. A cette di¤érence près, les méthodes stochast iques
ou aléatoires sondent l’espace point par point . Pour caractériser par exemple un disque
de rayon un, il faut un temps quasi in…ni pour une approche Monté Carlo. Nous ne
consacrerons pas d’étude approfondie sur ce sujet car ceci n’est pas l’objet de ce rapport
bibliographique. Celui-ci établit plutôt une étroite corrélat ion entre la caractérisat ion

d’ensemble et la résolut ion de certains problèmes d’automat ique.

La formulat ion ensemblisten’est pas uneméthodequi permet la résolut ion de tous les pro-

blèmes rencontrés. Néanmoins elle apporte des réponses part ielles à des problèmes pour
lesquels aucune approche de résolut ion n’avait été envisagée. Les limites de ce procédé
comme nous l’exposerons plus longuement dans la sect ion 3.3, proviennent d’une part de
la grande dimension de l’espace de recherche considéré mais aussi de l’élaborat ion d’algo-
rithmes qui nécessite quelques connaissances en programmation informat ique (langage C

et C+ + ).

L’inversion ensembliste, la projection d’ensembles et la réduction de pavés sous contraintes

const ituent les principaux concepts sur lesquels ont porté nos recherches concernant les
problèmes ensemblistes et leurs méthodes de résolut ion. En conséquence, le contenu de ce
rapport sera organisé de la façon suivante:
- Le chapit re 2 est consacré aux not ions d’analyse par intervalles. Les dé…nit ions de

pavé ou d’intervalle ainsi que leurs propriétés mathémat iques seront indispensables à la
compréhension des formalismes et des algorithmes que nous développerons.
- Lechapit re 3 présenteleformalismedel’inversion ensemblisteet lesproblèmesphysique
qui s’y rapportent . Nous verrons le développement des l’algorithmes d’inversion ensem-
bliste de Moore et de SIVIA ainsi que leurs limites en termes de temps de calcul. Ces

algorithmes permettent de caractériser l’image réciproque d’un ensemble par une fonct ion
vectorielle (voir sect ion 3.2). Nous introduirons ensuite, leprincipede réduct ion d’un pavé
par la méthode de propagation des contraintes sur les intervalles.
-Le chapit re 4 traite du concept de project ion d’ensembles et des ut ilisat ions que nous

pourrons en faire. Pour cela nous citerons trois exemples d’applicat ions: la concept ion
d’un robot, l’est imat ion ensembliste avec des paramètres incertains et la commande ro-
buste sur un système linéaire à temps continu.
- Le chapit re 5 rend compte du travail e¤ectué pour la réalisat ion d’un pet it logiciel

(solver Proj2D) ut ilisant le calcul par intervalles. Cela permet par l’intermédiaire d’un
…chier de données ou d’une interface, la résolut ion d’une grande catégorie de problèmes
ensemblistes.
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- Le chapit re 6 concerne la conclusion et les remarques sur les résultats obtenus à la …n
des études que nous avons prat iquées.
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Chapit re 2

N ot ions sur l ’analyse par int ervalles

Avant d’aborder les sujets qui nous préoccupent, il est nécessaire de dé…nir certains
concepts de base sur les opérat ions ensemblistes et le calcul par intervalles. Ainsi qu’il
a été souligné dans l’int roduct ion, l’analyse par intervalles est parmi l’un des premiers
out ils mathémat iques de manipulat ion d’ensembles bornés de réels. Les not ions que nous

étudierons sont pour la plupart issues de l’ouvrage de Moore [10], et ont été remis à jour
par Jaulin dans [3].

2.1 D é…nit ions

Dé…nit ion 2.1 (Sous ensemble de Rn )
Nous appelons sous ensemble de Rn , un ensemble A dé…ni par la relat ion :

8x 2 A; x 2 Rn : (2.1)

Dé…nit ion 2.2 ( Int ervalle)
Un intervalle [x] debornesx et x est un sous ensembleconnexe, bornéet fermédenombres
réels.

[x] = [x; x] = f x 2 Rj x · x · xg (2.2)

avec x; x 2 R:

La longueur de l’intervalle [x] est donnée par :

w ([x]) = x ¡ x: (2.3)

Dé…nit ion 2.3 (Pavé, en anglais: box)
Un pavé ou vecteur d’intervalles [x] de Rn est le produit cartésien de n intervalles et se
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8 CHAPITRE 2. NOTIONS SUR L’ANALYSE PAR INTERVALLES

note:

[x] = [x1] £ ::: £ [xi ] £ ::: £ [xn ] =

0

B
B
B
B
B
B
@

[x1]

:::
[x i ]
:::
[xn ]

1

C
C
C
C
C
C
A

: (2.4)

La longueur du pavé [x] est la longueur du plus grand de ces cotés

w ([x]) = max
i = 1;::;n

w ([x i ]) :

Le centre du pavé [x] est dé…ni par :

c ([x]) =
µ

x1 ¡ x1

2
; :::;

x i ¡ x i

2
; :::;

xn ¡ xn

2

¶ T

: (2.5)

Remarque 2.1
Un réel x est un intervalle dégénéré c’est à dire un intervalle dont les deux bornes sont
égales, x = x = x. De la même manière un vecteur réel à n composantes est aussi un pavé
de longueur nulle.

x = ([x1; x1] ; :::; [x i ; x i ] ; :::; [xn ; xn ])T :

Dé…nit ion 2.4 (Sous-pavage)
Un sous-pavage est une union de pavés.

Dé…nit ion 2.5 (Plan pr incipal, B issect ion et Tr isect ion)
Le plan principal du pavé [x] est le plan de symétrie orthogonal à un axe i correspondant
au côté de longueur maximale. S’il y a plusieurs côtés de longueur maximales au pavé [x]

alors nous en choisissons un de telle sorte que:

i = min f j 2 Nj w ([x]) = w ([x j ])g : (2.6)

Retenons qu’une bissect ion ou encore une trisect ion du pavé [x] consiste en un ou deux

découpages suivant le plan principal de ce pavé. L’opérat ion génère à part ir du pavé [x]
plusieurs pavés …ls [x]1, [x]2, [x]3.
- Cas de bissect ion :

[x]1 = [x1; x1] £ ::: £
·
x i ;

xi + x i

2

¸
£ ::: £ [xn ; xn ] (2.7)

[x]2 = [x1; x1] £ ::: £
·

x i + xi

2
; x i

¸
£ ::: £ [xn ; xn ] (2.8)

- Cas de trisect ion :

[x]1 = [x1; x1] £ ::: £ [x i ; x i + d] £ ::: £ [xn ; xn ] (2.9)

[x]2 = [x1; x1] £ ::: £ [x i + d; x i + 2d] £ ::: £ [xn ; xn ] (2.10)

[x]3 = [x1; x1] £ ::: £ [x i + 2d; xi ] £ ::: £ [xn ; xn ] (2.11)
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avec d = (x i + x i )=3:

Dé…nit ion 2.6 ( inclusion d’ensembles)
Soient A et B deux sous ensembles. Rappelons que A est inclus dans B si et seulement si
tout élément de A appart ient à B. Il en est de même pour deux pavés.

A ½ B , (8 x 2 A; x 2 B) : (2.12)

2.2 Opérat ions ensembl ist es pures

Ces opérat ions s’appliquent sur des sous ensembles de Rn en général.. Elles regroupent

l’union, l’intersect ion, le produit scalaire et la project ion. Soient X et Y deux sous en-
sembles provenant respect ivement de Rn et de Rm .

Pr oj i (X) =
n

x i 2 Rn j 9x = (x1; :::; x i ; :::; xn)T 2Rn , x 2X
o

; (2.13)

X \ Y = f x 2 Rn j x 2X et x 2Yg; avec n = m; (2.14)

X [ Y = f x 2 Rn j x 2X ou x 2Yg; avec n = m; (2.15)

X £ Y =
n

(x; y)T 2 Rn+ m
¯
¯
¯ x 2X et y 2Y

o
: (2.16)

Considérons en particulier t rois pavés [x] ; [y] et [z] de Rn et une opérat ion ensembliste

3 2 f \ ; [ ; £ g telle que:

[z] = [x] 3 [y] ;

alors nous avons

[zi ] = [x i ] 3 [yi ] ; 8 i = f 1; 2; :::; ng:

2.3 Calcul par int ervalles

Comme pour les réels, le calcul par intervalle manipule des opérat ions arithmét iques et

des fonct ions classiques.

2.3.1 A r it hmét ique sur les int erval les

Nous dé…nissons une opérat ion quelconque ± entre deux sous ensembles X et Y.

X ±Y = f x ±y j x 2 X et y 2 Yg: (2.17)
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Pour ± 2 f + ; ¡ ; ¤; =g; le récapitulat if des opérat ions sur les intervalles est donné par :

[x] + [y] =
£
x + y, x + y

¤
;

[x] ¡ [y] =
£
x ¡ y, x ¡ y

¤
;

[x] ¤ [y] =
£
min

¡
x:y; x:y; x:y; x:y

¢
; max

¡
x:y; x:y; x:y; x:y

¢¤
;

[x] =[y] =

(
[x] ¤

h
1
y ; 1

y

i
; si 0 =2 [y]

[¡ 1 ; 1 ] ; sinon
:

(2.18)

2.3.2 Fonct ions d’ inclusion

Si f : R ¡ ! R est une fonct ion élémentaire (tan, cos, sin, exp, log, sqr, etc.), une fonct ion
d’inclusion est dé…nie par une extension intervalle de f telle que:

[f ] : IR ¡ ! IR
[x] 7¡ ! [f ] ([x]) = [f f (x)j x 2 [x]g]

(2.19)

où IR correspond à l’ensemble des intervalles de R, et [A] au plus pet it intervalle qui
cont ient le sous ensemble A. Ceci revient à dire que la fonct ion d’inclusion [f ] ([x]) est le
plus pet it intervalle contenant f ([x]) : Par exemple la fonct ion d’inclusion d’une fonct ion
cont inue et monotone f est donnée par :

[f ] ([x]) = [min (f (x) ; f (x)) ; max (f (x) ; f (x))] : (2.20)

Dans le cas où la fonct ion n’est pas monotone, nous ne pouvons plus appliquer la relat ion
(2.20).

Exemple 2.1

La fonct ion exponent ielle étant cont inue et croissante, nous avons:

[exp] ([x]) = [min (exp (x) ; exp (x)) ; max (exp (x) ; exp (x))]
= [exp (x) ; exp (x)] :

(2.21)

Exemple 2.2
Soit la fonct ion cosinus non monotone, nous procédons de la façon suivante

[cos] ([x]) = [cos; cos] ;

avec:

cos =

(
¡ 1; si 9 k 2 Zj 2k¼+ ¼2 [x]
min (cos(x); cos(x)) ; sinon

;

et

cos =

(
+ 1; si 9 k 2 Zj 2k¼2 [x]
max (cos(x); cos(x)) ; sinon

:
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La généralisat ion du concept de la fonct ion d’inclusion sur une fonct ion vectorielle f :
Rn ! Rm est donnée par :

[f ] : IRn ! IRm

[x] 7! [f ] ([x]) = [f 1] ([x]) £ ::: £ [f m ] ([x])
(2.22)

où IRn correspond à l’ensemble des pavés de Rn , et [f i ] ([x]) la fonct ion d’inclusion de la

i µeme composante de f .
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Chapit re 3

Inversion Ensemblist e

Dans ce chapit re, nous allons essayé d’expliquer en détails ce que nous entendons par
inversion ensembliste. Pour illustrer les arguments qui seront avancés, il nous semble
indispensable de citer quelques exemples d’applicat ions. Parmi les problèmes qui se sont
couramment posés, nous avons choisi ceux qui étaient suscept ibles d’avoir un réel intérêt

prat ique et dont la résolut ion n’était pas forcément évidente Jaulin [3]. Nous présenterons
chaque problème avec le formalisme qui lui est propre. Dans les exemples que nous aurons
à traiter l’ensemble P correspond au domaine de recherche ou encore au sous ensemble de
Rn dans lequel nous réaliserons une analyse approfondie de l’espace.

Dé…nit ion 3.1 ( Inversion Ensemblist e)

Si f : Rn ¡ ! Rm est une fonct ion cont inu et di¤érent iable et Y un sous ensemble de Rm .
La théorie de l’inversion ensembliste permet de trouver l’ensemble image réciproque de Y
par la fonct ion f . La formalisat ion mathémat ique de ceci s’écrit :

X = f x 2 Rn j f (x) 2 Yg = f ¡ 1 (Y) : (3.1)

Résoudre un problème d’inversion ensembliste revient à caractériser le sous ensemble X.

3.1 Problèmes d’inversion ensemblist e

3.1.1 D omaine de st abil i t é d’un syst ème linéaire

Considérons un système linéaire à temps cont inu d’ordre n, d’entrée u; de sort ie y et de
matrice transfert M (s), modélisé par le schéma …gure 3.1.

13



14 CHAPITRE 3. INVERSION ENSEMBLISTE

Figure~3.1: Représentat ion d’un processus physique

Les automat iciens ont l’habitude de dé…nir un tel système par une représentat ion d’état
qui s’écrit sous forme du système d’équat ion (3.2).

(
_x = A :x (t) + B:u (t)
y = C:x (t) + D:u (t)

: (3.2)

Considérons à présent que la matrice d’évolut ion A dépend du vecteur p. Ce vecteur de
paramètres correspond à des grandeurs physiques incertaines, par exemple des masses, un

coe¢ cient d’amort issement ou encore un réseaux de résistances dans un circuit électrique.
La démarche adoptée est celle de la déterminat ion de l’ensemble des vecteurs p assurant
la stabilité du système. Pour cela, nous allons calculer le polynôme caractérist ique de
la matrice d’évolut ion A (p) ; ceci revient au même que de considérer le dénominateur

commun de M (s).

PA (s; p) = det (A (p) ¡ sI n) =
nX

i = 0

ai (p) : si : (3.3)

Un système est stablesi et seulement si lespart ies réellesdes racines du polynômecaracté-

rist ique de A sont négat ives. Cependant lorsque le degré de ce polynôme est supérieur à
2, le calcul de ses racines peut être une tâche fast idieuse. C’est justement pour cela que le
critère de Routh est t rès souvent ut ilisé dans l’étude de la stabilité des systèmes linéaires
à temps cont inu. Ce procédé permet de décider de la stabilité d’un système à part ir seu-
lement des coe¢ cients ai du polynôme PA . Le choix d’un système à temps continu est un

concours decirconstance, nous pouvonstout aussi bien choisir un système linéaireà temps
discret . L’adaptat ion du problème dépend seulement du critère de stabilité employé. Nous
pouvons rappeler brièvement la table de Routh

an an¡ 2 an¡ 4 an¡ 6 ...
an¡ 1 an¡ 3 an¡ 5 an¡ 7 ...
b1 b2 b3 b4 ...
c1 c2 c3 c4 ...

... ... ... ... ...

(3.4)

où
b1 = an ¡ 1 an ¡ 2 ¡ an an ¡ 3

an ¡ 1
; b2 = an ¡ 1an ¡ 4 ¡ an an ¡ 5

an ¡ 1
; :::

c1 = b1an ¡ 3¡ b2an ¡ 1
b1

; c2 = b1an ¡ 5¡ b3an ¡ 1
b1

; :::
: (3.5)
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Le polynôme est stable s’il n’y a pas de changement de signe suivant la première colonne
de la table de Routh (3.4). Généralement an = 1; nous remarquons dans ce cas qu’un
système est stable si les coe¢ cients de la première colonne sont posit ifs. Ainsi l’ensemble
des solutions à déterminer est dé…ni comme suit :

S = f pj PA (s; p) est stableg: (3.6)

Les condit ions imposées par le critère de Routh se décrivent par un système d’inéquat ion
du type:

f i (p) > 0; i = 1; 2; :::; n: (3.7)

Ainsi formulé notre problème revient à un problème d’inversion ensembliste. Nous re-
viendrons sur cet te not ion dans le troisième chapit re de ce rapport . Soit Y = (]0; 1 [n),
l’ensemble à caractériser s’écrit :

S = f ¡ 1 (Y) = f pj f (p) 2 Yg: (3.8)

Les deux exemples exposés ci-dessous sont t irés de la publicat ion de Jaulin et Walter [12].

Exemple 3.1 : Soit le système linéaire caractérisé par le polynôme caractérist ique,

PA (s; p) = s3 + sin (p1p2) s2 + p2
1s + p1p2 = s3 + a2s2 + a1s + a0: (3.9)

Après applicat ion du critère de Routh selon le tableau (3.4), nous obtenons des condit ions
sur les coe¢ cients de PA a…n que le système soit stable, il vient :

8
><

>:

a0 > 0
a2 > 0

a1a2 ¡ a0 > 0

)

8
><

>:

p1p2 > 0
sin (p1p2) > 0

p2
1 sin (p1p2) ¡ p1p2 > 0

: (3.10)

En formulant ces inégalités nous pouvons écrire:

f (p) =

0

B
@

p1p2

sin (p1p2)
p2

1 sin (p1p2) ¡ p1p2

1

C
A > 0: (3.11)

Le problème revient à trouver l’ensemble des paramètres (p1; p2) tel que PA soit stable

S =
©

p 2P ½ R2
¯
¯ f (p) > 0

ª
= f ¡ 1

¡
]0; 1 [3

¢
: (3.12)

où P représentel’ensembledesparamètresacceptables, c’est à dire ledomainederecherche
choisi.
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Exemple 3.2 : Considérons le processus décrit par la fonct ion de transfert :

H (s) =
k! 2

0

(1 + Ts) (s2 + 2z! 0s + ! 2
0)

: (3.13)

Les valeurs nominales des paramètres sont : k = 1, T = ¡ 1, z = 1 et ! 0 = 1. Nous
remarquons l’instabilité du système (3.13) en régime nominal grâce à un simple calcul des

zéros du dénominateur s1;2 = ¡ 1; s3 = 1: Pour stabiliser le système, nous procédons à la
mise en place d’une commande série type PID. Tout ceci est ensuite mis en boucle fermée
(…gure 3.2).

Figure~3.2: Système régulé par une commande PID

La commande PID est de la forme:

G(s) =
c3s2 + c2s + c1

s
: (3.14)

Après calcul du polynôme caractérist ique du système M (s) en boucle fermée, nous obte-
nons:

P(s) = s4+
µ

2z! 0 +
1
T

¶
s3+

µ
2z! 0

T
+ ! 2

0

µ
1 +

kc3

T

¶ ¶
s2+

! 2
0 (1 + c2k)

T
s+

! 2
0kc1

T
: (3.15)

Pour les valeurs nominales de ! 0, T; k et z, P(s) devient :

Pnom (s) = s4 + s3 ¡ (1 + c3) s2 ¡ (1 + c2) s + c1: (3.16)

Le système nominal est stable pour : c1 = ¡ 1; c2 = ¡ 2, c3 = ¡ 6, il est facile de le véri…er
grâce au critère de Routh. Nous cherchons à déterminer la robustesse de la commande
PID en fonct ion des variat ions des paramètres z et T. Autrement dit , il faut caractériser

l’ensembleSdescouples(z; T) tel quelemodèleen boucleferméerestestable. L’expression
(3.15) s’écrit de nouveau en fonct ion de s, z et T :

P (s; p) = P (s; z; T) = s4 +
µ

2z +
1
T

¶
s3 +

µ
2z ¡ 6

T
+ 1

¶
s2 ¡

1
T

s +
1
T

(3.17)

= s4 + a3s3 + a2s2 + a1s + a0: (3.18)
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Nous appliquons à part ir du polynôme (3.17) le cheminement de l’exemple 3.1, c’est à
dire que nous essayons de déterminer les condit ions sur z et T pour que le système soit
stable. Il vient : 8

>>><

>>>:

a0 > 0
a3 > 0
a2a3 ¡ a1 > 0
a1a2a3 ¡ a2

1 ¡ a0a2
3 > 0

: (3.19)

L’ensemble solut ion du problème peut s’écrire:

S = f ¡ 1 (Y) =
©

(z; T) 2P ½ R2
¯
¯ f (z; T) 2 Y

ª
: (3.20)

avec

f (p) = f (z; T) =

0

B
B
B
@

¡ 1
T

2z + 1
T

1
T 2 (2z + T ¡ 6) (2zT + 1) + 1

T

¡ 1
T 3 (2z + T ¡ 6) (2zT + 1) ¡ 1

T 2 + 1
T 3 (2zT + 1)2

1

C
C
C
A

(3.21)

et

Y = (]0; 1 [)4 : (3.22)

Nous retrouverons la résolut ion de ces deux exemples dans la part ie 3.2.3.

3.1.2 Est imat ion ensemblist e à er reurs bornées

Considérons une applicat ion y paramétrée en p, dé…nie par :

yp : Rnx ¡ ! Rny

x 7¡ ! f (p; x)
avec p 2P ½ Rnp (3.23)

et Y i ½ Rny avec i = f 1; 2; :::; N g; les ensembles associés aux incert itudes sur chaque

(yp ) i = yp (x i ), pour un nombre N d’échant illons x i . Une est imat ion à erreur bornée sur
l’applicat ion yp consiste à rechercher l’ensemble des paramètres p permettant à yp (x i )
de sat isfaire ou d’appartenir aux contraintes Y i .

S =
N\

i = 1

f p 2P ½ Rnp j yp (x i ) = f (p; x i ) 2 Y i g: (3.24)

La formulat ion en termed’inversion ensemblistedel’expression (3.24) sefait par la relat ion

suivante:

S =
N\

i = 1

f ¡ 1
i (Y i ) : (3.25)
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Il est possible d’associer aux N échant illons de x les domaines d’incert itudes X i , cet te
considérat ion peut changer complètement la façon de concevoir le problème. Nous verrons
cela dans le chapit re suivant .

Exemple 3.3 : Problème de M ilanese et V icino (Voir Jaulin, Walter [8])

Pour mieux comprendreleformalismemathémat iquedéveloppéci-dessus, il faut sedonner

une applicat ion prat ique où les dimensions des ensembles sont réalistes. Par exemple à la
suite d’une expérimentat ion, nous obtenons sur un système supposé inconnu le vecteur
des données:

ym = (7:39; 4:09; 1:74; 0:097; ¡ 2:55; ¡ 2:69; ¡ 2:07; ¡ 1:44; ¡ 0:98; ¡ 0:66)T (3.26)

correspondant à dix mesures prélevées aux instants:

t = (0:75; 1:5; 2:25; 3; 6; 9; 13; 17; 21; 25)T : (3.27)

Le modèle simpli…é à deux paramètres est inspiré de celui de Milanese et Vicino. Nous
choisissons un modèle simple pour des raisons de commodité graphique, en sachant qu’un

modèle plus compliqué implique les mêmes étapes de concept ion.

yp (t) = f (p; t) = 20exp (¡ p1t) ¡ 8exp (¡ p2t)

) yp (t ) = y (p) = 20exp (¡ p1t ) ¡ 8exp (¡ p2t ) :

(3.28)

De plus un vecteur d’erreurs e(p) associées à chaque mesures ym est donné par le const-
ructeur, pour e(p) = ym ¡ y (p) nous avons:

e (p) 2 E = f ej ¡ emax · e · emaxg (3.29)

avec

emax = 0:5jym j + 1: (3.30)

Grâce à ces données, nous sommes capables de déterminer les ensembles Y i

Y i = ym ¡ e; 8 e 2 E: (3.31)
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Considéronsà présent letableau récapitulat if desgrandeurspropresassociéesau problème.

i t i ´ x i (ym ) i (emax) i Ei Y i

1 0:75 7:36 4:68 [¡ 4:68; 4:68] [2:68; 12:04]
2 1:5 4:09 3:045 [¡ 3:045; 3:045] [1:045; 7:135]

3 2:25 1:74 1:87 [¡ 1:87; 1:87] [¡ 0:13; 3:61]
4 3 0:097 1:0485 [¡ 1:0485; 1:0485] [¡ 0:9515; 1:1455]
5 6 ¡ 2:55 2:275 [¡ 2:275; 2:275] [¡ 4:825; ¡ 0:275]
6 9 ¡ 2:69 2:345 [¡ 2:345; 2:345] [¡ 5:035; ¡ 0:345]

7 13 ¡ 2:07 2:035 [¡ 2:035; 2:035] [¡ 4:105; ¡ 0:035]
8 17 ¡ 1:44 1:72 [¡ 1:72; 1:72] [¡ 3:16; 0:28]
9 21 ¡ 0:98 1:49 [¡ 1:49; 1:49] [¡ 2:47; 0:51]
10 25 ¡ 0:66 1:33 [¡ 1:33; 1:33] [¡ 1:99; 0:67]

Figure~3.3: Représentat ion des barres d’incert itudes Y i pour le problème de Milanese et

Vicino

Le problème de Milanese et Vicino a pour object if de caractériser l’ensemble des pa-
ramètres p, a…n que la courbe du modèle yp (t ) passe à travers les barres d’incert itudes
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ci-dessus. Cela revient à caractériser l’ensemble S tel que:

S =
N = 10T

i = 1

©
p 2 P ½ R2

¯
¯ yp (t i ) 2 Y i

ª

=
N = 10T

i = 1
f ¡ 1

i (Y i ) :
(3.32)

3.2 A lgor it hmes d’inversion ensemblist es - SI V I A

Il n’existepasbeaucoup deméthodespour résoudrelesproblèmesquenousvenonsdeciter.

Les principales techniques d’approche n’ont été construites qu’en 1992, avec l’algorithme
d’inversion ensembliste de Moore [11] et SIVIA (Set Inverter Algorithm Via Interval Ana-
lisys) de Jaulin [3]. Quelques innovat ions ont été ensuite apportées à ces algorithmes pour
permettre la résolut ion d’un plus large évantail de problèmes ensemblistes.

Rappelons qu’un algorithmed’inversion ensemblistepermet deréaliser uneapproximat ion
de l’ensemble X par un sous pavage. Si f est une fonct ion cont inu, et Y un sous ensemble
alors:

X = f ¡ 1 (Y) : (3.33)

3.2.1 Pr incipe

Les algorithmes d’inversion ensemblistes sont de type arborescent (branch and bound). I ls
se composent essent iellement de trois étapes qui sont : le choix d’un pavé init ial censé

contenir les solut ions recherchées, les tests d’inclusion et la bissect ion.

- Test s d’ inclusion
Les di¤érents tests sont réalisés à part ir de la fonct ion d’inclusion [f ] ([x]) (cf chapit re 2,

sect ion 2.3.2). Pour un pavé init ial [x0], t rois cas de …gures sont possibles:
1: [f ] ([x0]) ½ Y ) [x0] ½ X [x0] est acceptable (Pavé noir)
2: [f ] ([x0]) \ Y = ; ) [x0] \ X = ; [x0] est inacceptable (Pavé gris)
3: [f ] ([x0]) \ Y 6= ; [x0] est incertain ou ambigu (Pavé blanc)

- B issect ion
Si [x0] est incertain, alors nous réalisons une bissect ion sur celui-ci. Les deux pavés générés

sont de nouveau testés, puis l’algorithme se propage tant qu’il reste un pavé incertain. Il
est clair que nous ne pouvons continuer à découper les pavés à l’in…ni. C’est justement
pour cela que nous …xerons une limite appelée précision du sous-pavage, cet te limite
marque l’arrêt de l’algorithme. Ainsi les pavés acceptables et inacceptables représentent
les feuilles de l’arborescence de l’algorithme, les pavés ambigus en sont les noeuds.
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Figure~3.4: Principe du test d’inclusion sur des pavés

Le procédé permet la caractérisat ion de trois sous-pavages X¡ , X+ , et @X, correspondant
à des codes de couleurs spéci…ques.

1. X+ : sous-pavage inacceptable ’gris’
2. X¡ : sous-pavage acceptable ’noir’
3. @X : sous-pavage incertain ’blanc’

X¡ ½ X ½ X+

P = [x] = X¡ [ X+ [ @X.
(3.34)

@X est une front ière dont le volume dépend de la précision ² du sous-pavage. Le volume
de @X croît lorsque ² augmente et décroît quand ² diminue.

3.2.2 A lgor it hme SIV IA

Nous ut iliserons l’algorithme de SIVIA pour caractériser le sous ensemble X avec une
précision requise ². Cet algorithme ut ilise une pile P servant à stocker les pavés inter-

médiaires et une pile auxiliaire P 0 dans laquelle nous stockerons uniquement les pavés
solut ions ou les pavés de pet ite taille. Si nous choisissons le pavé [x0] tel que P = [x0],
celui-ci est alors init ialement rangé dans la pile P. Lors de la procédure de parcours de
P, nous récupérons à chaque fois le pavé au sommet de la pile dans un pavé temporaire

[x]. Après cette opérat ion, la pile est vidée de l’élément du sommet. A part ir de [x], nous
e¤ectuons des tests sur la fonct ion d’inclusion [f ] ([x]). Si le pavé [x] est ambigu et la
longueur w ([x]) est supérieure à ², nous procédons à une bissect ion de [x] (Dé…nit ion2.4).
Les deux pavés générés [x]1 et [x]2 sont ensuite rangés au sommet de la pile P. Sinon la
pile P 0 est augmenté de [x].



22 CHAPITRE 3. INVERSION ENSEMBLISTE

A lgor it hme: SIVIA(Entrées: f , [x0] , Y, ²; Sort ie: X = P 0)

Initialisation : P 0 Ã ; ; P Ã [x0];
1 Tant que (P 6= ; ) faire

2 [x] Ã ret irer l’élément au sommet de P,
3 Si ([f ] ([x]) ½ Y) alors
3.1 P0 Ã P0 [ [x], Aller à 1;
4 Si ([f ] ([x]) \ Y 6= ; ) alors
4.1 Si (w ([x]) < ²) alors

4.1.1 P 0 Ã P 0 [ [x] ; Aller à 1;
4.2 Sinon
4.2.1 Bissect ion de [x] ! ([x]1 ; [x]2) ;
4.2.2 P Ã P [ [x]1 ; P Ã P [ [x]2 ; Aller à 1;

5 ALLER A 1;
6 Fin t ant que

Une autre façon de concevoir SIVIA serait de mettre l’algorithme sous forme récursive.

Cette nouvelle formulat ion respecte la structure de pile pour le stockage des pavés in-
termédiaires. Le mode de fonctionnement et l’organisat ion interne de cette version de
SIVIA sont détaillés dans l’organigramme …gure 3.5. Nous avons travaillé sur plusieurs
bibliothèques de programmes contenant les fonct ions d’inclusions propre aux intervalles:
interval.cpp et box.cpp. Les algorithmes que nous implémenterons sont codés en C+ + .

La principale di¤érence entre SIVIA et l’algorithme d’inversion ensembliste de Moore est
l’ut ilisat ion d’une …le d’at tente au lieu d’une pile. En e¤et dans l’algorithme de Moore,

les éléments sont placés en queue de …le. Nous avons par conséquent besoin d’une plus
grande quant ité de mémoire.
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Figure~3.5: Fonct ionnement de la version récursive de SIVIA
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3.2.3 A pplicat ion à la caract ér isat ion du domaine de st abil i t é

Nous cherchons à caractériser l’ensemble de stabilité d’un polynôme P (s; p) dans un

espace de paramètres incertains.

S = f p 2 Pj P (s; p) est stableg: (3.35)

Exemple 3.4 : Si nous prenons dans la logique …xée, le polynôme suivant :

P (s; p) = s3 + sin (p1p2) s2 + p2
1s + p1p2:

Il est possible de caractériser le domaine de stabilité en appliquant directement SIVIA.
Nousavonsadoptépour cela lesparamètresdesimulat ion issusd’unepublicat ion deJaulin

[12]. Après exécut ion du programme sur un PC 250Mhz/ 10Go, nous obtenons au bout de
29 secondes, avec une précision de ² = 10¡ 2 et un pavé de recherche de P = [¡ 10; 10]2, le
pavage représenté par la …gure 3.6.

Figure~3.6: Caractérisat ion du domaine de stabilité pour l’exemple 3.4. Le cadre corres-
pond au pavé P = [¡ 10; 10]2 dans l’espace (p1; p2)

Le sous pavage en noir représente les paramètres qui stabilisent le P (s; p). Les sous
pavages en gris ou blanc décrivent respect ivement l’ensembledes paramètres non solut ions
et incertains.

Exemple 3.5 : Considérons dans un deuxième cas le polynôme

P (s; p) = P (s; z; T) = s4 +
µ

2z +
1
T

¶
s3 +

µ
2z ¡ 6

T
+ 1

¶
s2 ¡

1
T

s +
1
T
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De la même façon que l’exemple 3.4, nous ut ilisons SIVIA pour caractériser l’ensemble des
paramètres (z; T)T qui permettent la stabilité du système. Les paramètres de simulat ion
sont les mêmes que dans le cas précédent, nous modi…ons seulement la précision avec
² = 5:10¡ 3. Après un temps de calcul de 19 secondes, nous obtenons une caractérisat ion

complète du domaine de stabilité sur P = [¡ 10; 10]2 (voir …gure 3.7).

Figure~3.7: Caractérisat ion du domaine de stabilité pour l’exemple 3.5. Le cadre corres-

pond au pavé P = [¡ 10; 10]2 dans l’espace (p1; p2)

3.2.4 A ppl icat ion au problème de M ilanese et V icino

Référons nous au problème de la sect ion 3.1.2, il s’agit de déterminer l’ensemble des
paramètres (p1; p2) tel que:

S =
10\

i = 1

n
(p1; p2)

T 2 P
¯
¯
¯ yp (t i ) 2 Y i

o
=

10\

i = 1

f ¡ 1
i (Y i )

avec le modèle d’équat ion :

yp (t) = f (p; t) = 20exp (¡ p1t) ¡ 8exp (¡ p2t)
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et le tableau :
i t i Y i

1 0:75 [2:68; 12:04]
2 1:5 [1:045; 7:135]
3 2:25 [¡ 0:13; 3:61]

4 3 [¡ 0:9515; 1:1455]
5 6 [¡ 4:825; ¡ 0:275]
6 9 [¡ 5:035; ¡ 0:345]
7 13 [¡ 4:105; ¡ 0:035]
8 17 [¡ 3:16; 0:28]

9 21 [¡ 2:47; 0:51]
10 25 [¡ 1:99; 0:67]

Nous prélevons au cours de la simulat ion quelques données indicat ifs.

Simulat ion SIVIA

Ordinateur ut ilisé PC 250Mhz/ 10Go
Pavé de recherche P = [¡ 0:1; 1]2

Précision ² = 10¡ 2

Temps de calcul 10 secondes

(3.36)

Figure~3.8: Pavage obtenu lors de la résolut ion du problème de Milanese et Vicino sim-
pli…é. Le cadre correspond au pavé P = [¡ 0:1; 1]2 dans l’espace (p1; p2)

SIVIA génère lepavage représentépar la …gure 3.8. L’ensemble Sest caractérisé en grande
part ie par le sous-pavage noir, le sous pavage blanc détermine la zone d’incert itude.
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3.3 Limit e et complexit é des algor it hmes ensembl ist es

Lorsque l’ensemble à caractériser X est de grande dimension (supérieure par exemple à 5),
il devient quasiment impossiblederéaliser unebonneapproximat ion deX. Uneexplicat ion
simple et plausible serait le fait que l’espace de recherche devient volumineux. Ceci just i…e
que les temps de calcul tendent vers l’in…ni si nous exigeons une bonne précision sur la

caractérisat ion. Nous pouvons nous contenter d’une grossière approximat ion de X dans
certains problèmes, nous limiterons dans ce cas l’explosion des calculs numériques.
Pour se donner un ordre de grandeur concernant les temps de calcul, nous allons étudier
la complexité de l’algorithme SIVIA. Nous précisons que la complexité d’un algorithme
A est une fonct ion CA qui donne dans le pire des cas, une approximat ion du nombre

d’instruct ions e¤ectuées lors d’une exécut ion de A.

CSI V I A w N:
nY

i = 1

µ
w ([x i ])

²

¶
(3.37)

avec N le nombre de lignes d’instruct ion de SIVIA, [x] le pavé de recherche init ial, n la
dimension de [x] et ² la précision requise. Selon la formule (3.37), SIVIA est de complexité

exponent ielle.
Considérons par exemple un pavé [x] de dimension 5, avec les longueurs de chaque côté
égales à 1. Si nous découpons systémat iquement les pavés issus de [x] tant que leurs tailles
sont supérieures à ² = 10¡ 2, le nombre de bissect ions atteint alors un milliard. Le temps
de calcul dans ce cas est directement proport ionnel au nombre de bissect ions réalisées.

3.4 Réduct ion d’un pavé sous cont raint es

La contract ion d’un pavé sous une contrainte est un concept qui a été développé pour
contourner leproblèmede la complexitéexponent ielledesalgorithmesensemblistes. Parmi
les mult iples méthodes de réduct ion de pavé, méthode de Newton par intervalle, linéa-
risat ion extérieure (voir [2] et [3]), nous ut iliserons principalement la propagat ion des
contraintes sur les intervalles à cause de la facilité de son élaborat ion. Les principes de

cette méthode serviront à la réalisat ion des opérateurs de réduction (voir [5]).

3.4.1 Propagat ion des cont raint es sur les int erval les

Cont raint es

La contrainte est une expression mathémat ique qui établit des relat ions entre plusieurs
variables. Soit f : Rn ¡ ! Rm unefonct ion quelconqueet [x] un pavédeRn . Unecontrainte
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entre les variables de f peut se mettre sous la forme:

C:

8
><

>:

f 1 (x1; x2; :::; xn) = 0
...
f m (x1; x2; :::; xn ) = 0

tel que: x i 2 [x i ] , 8i 2 f 1; 2; :::; ng (3.38)

)

(
f (x) = 0

x 2 [x] :
(3.39)

Notonsbien, quetoutes leséquat ionsou inéquat ionspeuvent s’écrirede la mêmefaçon que
le système d’équat ions (3.39). I l est possible de montrer ceci grâce à un exemple simple.
Considérons la contrainte C1 sur la variable vectorielle x et une fonct ion g(x) dé…nie de

Rn dans Rm .

C1 :

(
g(x) ¸ a
x 2Rn , a 2Rm :

(3.40)

Nous pouvons aussi écrire:
8
><

>:

g1 (x1; x2; :::; xn ) ¸ a1
...
gm (x1; x2; :::; xn) ¸ am

( )

8
><

>:

g1 (x1; x2; :::; xn) 2 [a1; + 1 [
...
gm (x1; x2; :::; xn ) 2 [am ; + 1 [

(3.41)

Notons [a] un pavé de Rm tel que [a] = [a1; + 1 [ £ ::: £ [am ; + 1 [, alors:

g(x) 2 [a] .

L’expression (3.40) devient …nalement :

C1 :

(
g(x) ¡ y = 0

x 2Rn , y 2 [a]
)

(
h (x; y) = 0

(x; y ) 2Rn£ [a].
(3.42)

Pr incipe de la propagat ion des cont raint es

La propagat ion des contraintes sur les intervalles permet sur un domaine de variables

prédé…ni une réduct ion considérable. Les part ies du domaine qui sont inconsistantes par
rapport à une contrainte peuvent être systémat iquement supprimées. La technique est
toujours la même, nous nous servons d’un exemple pour expliquer ce que c’est qu’une
valeur inconsistante vis à vis d’une contrainte. Soit la contrainte C2 sur les variables x1,

x2, x3 :

C2

(
x3 = x1 + x2

tel que: (x1; x2; x3) 2 [¡ 1; 2] £ [0; 3] £ [4; 8].

x3 = 6 est une valeur inconsistante vis à vis de C2 pour la raison suivante:

8 (x1; x2) 2 [¡ 1; 2] £ [0; 3] , x1 + x2 6= x3.
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De même x3 2 [6; 8] est un domaine inconsistant pour C2 car :

8 (x1; x2; x3) 2 [¡ 1; 2] £ [0; 3] £ [6; 8] , x1 + x2 6= x3.

Pour propager la contrainte C2 sur les domaines init iaux [x1] = [¡ 1; 2], [x2] = [0; 3] et
[x3] = [4; 8], nous déterminons chacune des variables en fonct ion des autres variables.
Puis nous récupérons les intersect ions avec les domaines précédents. Ainsi pour x1, x2,

x3, il vient :
[x3] = [x3] \ ([x1] + [x2]) ) [x3] = [4; 5]
[x1] = [x1] \ ([x3] ¡ [x2]) ) [x1] = [1; 2]

[x2] = [x2] \ ([x3] ¡ [x1]) ) [x2] = [2; 3]

(3.43)

Nous recommençons le procédé (3.43) jusqu’à ce que les domaines ne se réduisent plus.
Les résultats après un seul parcours du procédé sont donnés par :

[x1] [x2] [x3]

domaines init iaux [¡ 1; 2] [0; 3] [4; 8]

domaines …naux [1; 2] [2; 3] [4; 5]

3.4.2 D é…nit ion d’un opérat eur de réduct ion

Un opérateur de réduct ion ou contracteur est une applicat ion qui permet de réduire sans
bissect ion un pavé [x] par rapport à un ensemble S (voir …gure 3.9). L’applicat ion CS est
dé…nie par :

CS : IRnx ¡ ! IRnx

[x] 7¡ ! CS ([x])
(3.44)

avec nx la dimension du pavé [x]. Le contracteur pour l’ensemble S ½ Rnx sat isfait aux
contraintes:

8 [x] 2 IRnx ;

(
CS ([x]) ½ [x]
CS ([x]) \ S = [x] \ S

: (3.45)

3.4.3 Propr iét és des cont ract eurs pour ensembles

Les di¤érentes propriétés associées aux contracteurs sont t irées de [6].

CS est monotone si [x] ½ [y ] ) CS ([x]) ½ CS ([y])
CS est minimal si 8 [x] 2 IRnx , CS ([x]) = [[x] \ S]
CS est ” thin” si 8 x 2 Rnx , CS (x) = f xg \ S
CS est redondant si 8 [x] 2 IRnx , CS (CS ([x])) = CS ([x])

CS est plus e¢ cace que C
0

S [x] ½ [y ] ) CS ([x]) ½ C0
S ([y])
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Figure~3.9: Contraction d’un pavé suivant la contrainte CS.

Soient CS1 et CS2 deux contracteurs monotones associés respect ivement aux ensembles S1

et S2, nous avons par dé…nit ion :

CS1 \ CS2 ([x]) = CS1 ([x]) \ CS2 ([x]) (3.46)

CS1 [ CS2 ([x]) = CS1 ([x]) [ CS2 ([x]) : (3.47)

A part ir des relat ions (3.46) et (3.47), il est t rivial de montrer que les propriétés suivantes
sont vrai :

(i) S1 ½ S2 ) CS2 est aussi un contracteur pour S1,
(i i) CS1 \ CS2 est un contracteur pour S1 \ S2,
(i i i) CS1 [ CS2 est un contracteur pour S1 [ S2.

Le but d’un contracteur est d’éliminer si possible les part ies du pavé [x] qui sont en dehors

del’ensembleà caractériser S. Cela entraîneunediminut ion du nombredebissect ionsdans
les algorithmes car les pavés intermédiaires sont alors moins volumineux.



Chapit re 4

Project ion d’ensembles

La résolut ion de certains problèmes ont amené à nous prononcer sur la project ion suivant
certains axes d’un sous ensemble dé…ni par des contraintes. Il est sûre que face à une
telle situat ion, deux raisonnements s’imposent. Le premier consiste à caractériser le sous
ensemble ent ièrement puis à procéder à la project ion pûre et simple de celui-ci suivant les

axeschoisis. Lesecond met en oeuvreunecaractérisat ion decetteproject ion sansapporter
d’informations quant au comportement du sous ensemble sur les autres direct ions. Nous
comprendrons que la première solut ion, bien que facile à élaborer est coûteuse en temps
de calcul pour des raisons de complexité algorithmes. Par contre, la deuxième solut ion est
peut être moins facile à réaliser, mais reste rentable en termes de temps de calcul. I l nous

sera plus avantageux d’envisager la seconde solut ion.

4.1 D é…nit ion et propr iét és

La project ion d’un sous ensemble Z est la project ion orthogonale de l’ensemble des points
de Z sur un hyperplan (voir …gure 4.1). Cette dé…nit ion prend un sens part iculier lorsque
Z ½ R3. Si la dimension du sous ensemble est supérieure à 3; une dé…nit ion généralisé de
la project ion de Z sur l’hyperplan X est donnée par :

ZX = Pr oj X (Z) = f x 2 Xj 9 y 2Y, (x; y) 2 Zg. (4.1)

Tous les problèmes d’inversion ensembliste peuvent prendre la forme d’une project ion
d’ensembles. Précisons toutefois que la réciproque n’est pas vrai. En e¤et le concept de
la projection des ensembles englobe totalement celui de l’inversion ensembliste. Nous

démontrons ceci de la façon suivante. Soit le sous ensemble X dé…ni par :

X = f ¡ 1 (Y) = f x 2Rn j f (x) 2 Yg: (4.2)

31
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Figure~4.1: Project ion du sous ensemble Z sur X et Y.

Nous pouvons aussi écrire:

X = f x 2Rn j 9y 2Y, f (x) ¡ y = 0g
= Pr oj Rn f (x; y ) 2Rn £ Yj f (x) ¡ y = 0g

(4.3)

Il est ut ile d’illustrer la démonstrat ion par un exemple.

Exemple 4.1 : Prenons le cas d’un ensemble S tel que:

S = f (x; y) 2R2j x2 + y2 · 1g
= f (x; y) 2R2j x2 + y2 2 [0; 1]g:

(4.4)

L’ensemble dé…ni par la relat ion (4.4) est représenté par le disque de centre O(0; 0) et de
rayon 1 (voir la …gure 4.2a).

D’un autre point de vue, notons que S peut être dé…ni aussi comme suit :

S =
©

(x; y) 2R2
¯
¯ 9 z 2 [0; 1] , x2 + y2 ¡ z = 0

ª
: (4.5)

S est représenté dans ce cas par la …gure 4.2b.
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Figure~4.2: (a) Ensemble des points du disque caractérisé grâce à l’inversion ensembliste.

(b) Caractérisat ion d’un disque par la project ion d’une nappe paraboloïde sur un plan.

4.2 Int ersect ion de project ion

Considérons m ensembles

Z i = f zi 2 [zi ] j f i (zi ) 2 [vi ]g (4.6)

où i 2 f 1; : : : ; mg. Les [zi ] sont des pavés et les [vi ] des intervalles (voir sect ion 2.1).
Les ensembles Z i ont des dimensions ni qui peuvent être di¤érentes. Soit n un ent ier
strictement inférieur à tous les n i . Le but de cette sect ion est de donner une caractéri-

sat ion de l’ensemble X des intersect ions des project ions des Z i suivant leur n premières
composantes, que l’on peut écrire sous la forme

X = X1 \ : : : \ Xm =
m\

i = 1

X i (4.7)

avec
X i = f (z1; z2; : : : ; zn) j 9 (zn+ 1; : : : ; zn i ) tels que

(z1; z2; : : : ; zn ; zn+ 1; : : : ; zn i ) 2 [zi ] et f i (zi ) 2 [vi ]g.
(4.8)

Ce problème intervient dans beaucoup de problème d’automat ique et de robot ique, ce que
nous illustrerons dans les sect ions 4.2.1 et 4.2.2.

Nous ut iliserons les notat ions vectorielles suivante:

x = (z1; z2; : : : ; zn )

(y i ) = (zn+ 1; : : : ; zn i )

(x; y i ) = (z1; z2; : : : ; zn ; zn+ 1; : : : ; zn i )

[x i ] £ [y i ] = [zi ]
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Posons [x] = [x1]\ : : : \ [xm ]. Alors, il est clair que l’ensemble que l’on recherche est donné
par

X =
m\

i = 1

f x 2 [x] j 9y i 2 [y i ] et f i (x; y i ) 2 [vi ]g (4.9)

Dé…nissons les ensembles, dits …ltrés

Z0
i = f zi 2 Z i j Pr oj Rn (zi ) 2 Xg: (4.10)

où Pr oj Rn (zi ) correspond à la project ion du vecteur zi suivant les composantes de x:Nous
illustrons ceci par la …gure 4.3.

Figure~4.3: Illustrat ion graphique d’une intersect ion de project ion ensembliste

4.2.1 Problème de M ilanese et V icino (avec les paramèt res in-

cer t ains)

Nous étudions dans le cadre d’un exemple d’intersect ion de project ion ensembliste un cas

part iculier du problème de Milanese et Vicino (référence à la publicat ion [7]). Il s’agit de
reprendre le modèle d’équat ion suivant :

yp (t) = 20exp (¡ p1t) ¡ 8exp (¡ p2t) .
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La di¤érenceavec l’exempledu paragraphe (3.1.2) vient du fait qu’en plus des incert itudes
Y i sur les mesures yp (t), la variable t est aussi associée à des marges d’incert itudes T i .
Le tableau des incert itudes est donné par :

i T i Y i

1 [¡ 0:25; 1:75] [2:7; 12:1]

2 [0:5; 2:5] [1:04; 7:14]
3 [1:25; 3:25] [¡ 0:13; 3:61]
4 [2; 4] [¡ 0:95; 1:15]
5 [5; 7] [¡ 4:85; ¡ 0:29]

6 [8; 10] [¡ 5:06; ¡ 0:36]
7 [12; 14] [¡ 4:1; ¡ 0:04]
8 [16; 18] [¡ 3:16; 0:3]
9 [20; 22] [¡ 2:5; 0:51]
10 [24; 26] [¡ 2; 0:67]

La représentat ion des barres d’incert itudes qui doivent être respecter par le modèle de la
…gure 3.3 devient la …gure 4.4.

Figure~4.4: Représentat ion des barres d’incert itudes associées aux vecteurs t et y dans
le cadre [1; 26] £ [¡ 7; 13]
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L’ensemble à caractériser dans ce cas s’écrit

S =
10\

i

f p 2 P ½ Rnp j 9 t 2 T i ; yp (t) 2 Yi g (4.11)

Il est possible de redé…nir le problème en terme d’intersect ion de project ion ensemblistes.
Pour cela il su¢ t de décomposer les étapes de concept ion du problème, il vient :

S =
10\

i

Si = S1 \ S2 \ ::: \ S10 (4.12)

avec
Si = f p 2 P ½ Rnp j 9 t 2 T i ; yp (t) 2 Y i g (4.13)

ceci peut aussi se mettre sous la forme:

Si = Pr oj P f (p;t) 2 P £ T i ; yp (t) 2 Y i g: (4.14)

4.2.2 M odélisat ion et concept ion d’un robot A ID

M odèle géomét r ique direct

Les not ions de modélisat ion et de commande des robots sont t raitées dans l’ouvrage de
Khalil [1]. Nous ret iendrons de ce document la modélisat ion géométrique d’une chaîne

ouverte simple de robot. La structure d’un robot est essentiellement const ituée d’art icula-
t ions rotoïdes ou prismat iques formant des liaisons entre des corps rigides. Les corps sont
préalablement numérotés par ordre croissant de la base jusqu’à l’organe terminal (…gure
4.5).

Soient X et q deux vecteurs correspondants respect ivement à la posit ion de l’organe
terminal et aux variables art iculaires. La composante qj est la variable art iculaire associée
à la j i µeme art iculation, celle-ci s’exprime sous la forme:

qj = ¹¾j µj + ¾j r j ; (4.15)

avec: j = 0; :::; n
¾j = 0 si l’art iculat ion j est rotoïde,
¾j = 1 si l’art iculat ion j est prismat ique,

¾j = 2 l’art iculat ion j est …xe ou rigide,
¹¾j = 1 ¡ ¾j :
Le modèle géométrique direct d’un robot est dé…ni par la relat ion :

X = f (q) : (4.16)
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Figure~4.5: Robot à structure ouverte simple

Pour about ir au modèle direct du robot, nous suivons la démarche suivante. Chaque
corps Cj est associé à un repère Rj (O; x j ; y j ; zj ). Le passage du repère Rj ¡ 1 au repère Rj

s’exprime en fonct ion des quatre paramètres suivants:
¢®j : angle entre les axes zj ¡ 1 et zj ,correspondant à une rotat ion autour de x j ¡ 1,
¢dj : distance entre zj ¡ 1 et zj le long de x j ¡ 1,
¢µj : angle entre les axes x j ¡ 1 et x j , correspondant à une rotat ion autour de zj ,

¢r j : distance entre x j ¡ 1 et x j le long de zj .
La matrice de tranformat ion dé…nissant le repère Rj ¡ 1 dans le repère Rj est donnée par :

j ¡ 1T j = Rot (x; ®j )Trans(x; dj )Rot (z; µj )Trans(z;r j ) (4.17)

avec:
Rot (u; µ) la matrice de transformat ion correspondant à une rotat ion µ autour de u

Rot (x; ®j ) =

2

6
6
6
4

1 0 0 0
0 cos®j ¡ sin ®j 0
0 sin ®j cos®j 0
0 0 0 1

3

7
7
7
5

, Rot (z; µj ) =

2

6
6
6
4

1 cosµj ¡ sin µj 0
0 sin µj cosµj 0
0 0 0 0
0 0 0 1

3

7
7
7
5

;

Trans(u; a) désigne une translat ion d’une distance a le long de l’axe u

Trans(x; dj ) =

2

6
6
6
4

1 0 0 dj

0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

3

7
7
7
5

, Trans(z; r j ) =

2

6
6
6
4

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 r j

0 0 0 1

3

7
7
7
5

.
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D’après les spéci…cat ions que nous venons d’énoncer la relat ion (4.17) devient :

j ¡ 1T j =

2

6
6
6
4

cosµj ¡ sin µj 0 dj

cos®j sin µj cos®j cosµj ¡ sin ®j ¡ r j sin ®j

sin ®j sin µj sin ®j cosµj cos®j r j cos®j

0 0 0 1

3

7
7
7
5

. (4.18)

L’expression (4.16) se trouve par le calcul de la dernière colonne de la matrice de passage

suivante:
0T n (q) = 0 T 1 (q1) 1T 2 (q2) :::n¡ 1T n (qn ) : (4.19)

Problème de concept ion d’un robot A I D

La concept ion d’un robot consiste à la déterminat ion de paramètres spéci…ques a…n de
conférer à la structure de ce robot les propriétés recherchées. Le but de ce problème est
de caractériser l’ensemble des paramètres de base d’un robot AID permettant à l’organe
terminal d’atteindre un certain nombre de points dans l’espace. Le robot AID est com-

posé principalement de trois art iculat ions rotoïdes dont les deux premières sont d’axes
concourant, la troisième art iculat ion est d’axe parallèle à la seconde. Le détail de cet te
structure est donné par la …gure 4.6.

Figure~4.6: Structure d’un robot AID avec représentation des repères associés

Nous ut ilisons le formalisme de Khalil et Klein…nger (voir [9] ) pour établir le modèle
géométrique direct du robot AID. Le tableau des paramètres donne les informat ions né-



4.2. INTERSECTION DE PROJECTION 39

cessaires sur l’orientat ion et la posit ion des repères Rj .

j ¾j ®j dj µj r j

1 0 0 0 µ1 0

2 0 ¼=2 0 µ2 0

3 0 0 D3 µ3 0

4 2 ¡ ¼=2 0 0 R4

(4.20)

La matrice de transformat ion du repère R0 au repère R4 est déterminée selon la formule

(4.19) :

0T 4 = 0 T 1:1T 2:2T 3:3T 4. (4.21)

Nous déterminons le modèle géométrique direct selon (4.16) en considérant la dernière

colonne de la matrice 0T 4. Nous passons sur les détails du calcul de 0T 4, néanmoins pour
véri…er les résultats obtenus, il su¢ t de reprendre le cheminement donné en (4.18).

X = f (l1; l2; µ1; µ2; µ3) =

0

B
@

(l1 cosµ2 ¡ l2 sin (µ2 + µ3)) cosµ1

(l1 cosµ2 ¡ l2 sin (µ2 + µ3)) sin µ1

l1 sin µ2 + l2 cos(µ2 + µ3)

1

C
A (4.22)

avec l1 = R4 et l2 = D3.
Nous choisissons m points de coordonnées spat iales X i , associées au repère …xe R0. Nous
devons déterminer les longueurs des bras du robot l1 et l2 permettant à l’organe termi-

nal d’at teindre simultanément les m points (voir …gure 4.7). Les angles de rotat ion des
art iculat ions µ1; µ2; µ3 sont contraints pour chaque points au pavé

£
µ i ¤ = [¡ ¼; ¼]3 avec

i = f 1; 2; :::; mg. Le pavé de recherche pour les longueurs choisies est [l ]. Le problème
revient à trouver l’ensemble S dé…ni par :

S =
m\

i = 1

n
(l1; l2)

T 2 [l ]
¯
¯
¯ 9

¡
µi

1; µi
2; µi

3

¢T
2

£
µi ¤; X ¡ X i = 0

o
: (4.23)

En ut ilisant les notat ions: l = (l1,l2)T et µi =
¡
µi

1,µ
i
2,µi

3

¢T
, il vient :

S =
m\

i = 1

¡
Pr oj [l ]

©¡
l; µi ¢ 2 [l] £

£
µi ¤̄̄ , f

¡
l ; µi ¢¡ X i = 0

ª ¢
: (4.24)
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Figure~4.7: Situat ion des bras d’un robot AID dans un espace tridimensionnel

4.2.3 Commande robust e

Nous désirons stabilisé un système (§ 1) dont la fonct ion de transfert est const ituée de
paramètres incertains (p = (p1; p2; p3)T ).

(§ 1) : Hp (s) =
p1p2

2

(p2s + 1) (s2 + p3s + p2
3)

(4.25)

tel quep 2 [p] = [0:9; 1:1]£ 3. Pour cela nousut ilisonsunecommandePI (§ 2) dont certains
coe¢ cients sont aussi incertains.

(§ 2) : Cq (s) = q1 +
q2

s
(4.26)

avec (q1; q2) 2 [q] = [0; 1]£ 2.

Le système (§ 1) muni de la commande PI (§ 2), en boucle fermée forme le système (§ )
(cf : chapit re 3, …gure 3.2). La fonct ion de transfert de (§ ) s’écrit :

Fq;p (s) =
(q2s + q1) p1p2

3

p2s4 + (p2p3 + 1) s3 + (p2p2
3 + p3) s2 + (p2

3 + q2p1p2
3) s + q1p1p2

3
.
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Trouver une commande robuste consiste à déterminer les coe¢ cients q1 et q2 de Cq (s), tel
que le système en boucle fermé soit stable pour tous paramètres (p1; p2; p3)

T appartenant
à [p]. L’ensemble des commandes robustes Sq s’écrit :

Sq = f q 2 [q]j 8p 2 [p] ; (§ ) est stableg. (4.27)

La stabilité du système (§ ) est déterminer grâce à l’applicat ion du critère de Routh (cf :
chapit re 3, section 3.1.1). Rappelons que (§ ) est stable si les coe¢ cients g(q; p) de la
première colonne de la table de Routh sont tous posit ifs.

Sq = f q 2 [q]j 8p 2 [p] ; g(q; p) > 0g

avec

g(q; p) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

p2

p2p3 + 1

p2p2
3 + p3 ¡

p2(p2
3 + q2p1p2

3)
p2p3 + 1

p2
3 + q2p1p2

3 ¡
(p2p3+ 1)2(q1p1 p2

3)
(p2p2

3+ p3)(p2 p3 + 1)¡ p2(p2
3+ q2 p1 p2

3)
q1p1p2

3

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

(4.28)

Notons:

r (q; p) = min (g1(q; p); :::;g5(q; p)) ,

) Sq = f q 2 [q]j 8p 2 [p] ; r (q; p) > 0g. (4.29)

Sq n’est pas une project ion d’ensembles, par contre son complémentaire Sq en est une.
Comprenons bien que si nous arrivons à caractériser Sq dans un pavé init ial, alors nous

trouverons Sq par la même occasion.

Sq = : Sq = f q 2 [q]j : (8p 2 [p] ; r (q; p) > 0)g

) Sq = f q 2 [q]j 9p 2 [p] ; r (q; p) · 0g.

4.3 A lgor it hme d’ int ersect ion de project ion

L’algorithmequenousallons étudier s’inspiredeSIVIA. En e¤et, nous pouvonsconsidérer
que le concept d’inversion ensembliste est un cas part iculier de l’intersect ion de project ion
ensembliste. Au vu des relat ionsétablies dans la sect ion 4.2, supposons quenousdisposons
de m contracteurs C1, C2,..., Cm associés aux ensembles Z i . L’algorithme qui permet la
caractérisat ion du sous ensemble X est donné par :
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A lgor i t hme: SPVIA1(Entrées: f , [v] , [x] , [y1] ,..., [ym ] ,²; Sort ie: L 0)

Initialisation : L Ã f [x] ; [y1] ; :::; [ym ]g ; L 0 Ã ; ;
1 Tant que (L 6= ; ) faire
2 Récupérer les pavés f [x] ; [y1] ; :::; [ym ]g du sommet de la liste L
3 Pour i = 1; 2; :::; m faire SPVIA2(i ; [x] ; [y i ] ; f i ; [vi ]);
4 Si [x] = ; alors Aller à 1;

5 Si w ([x]) > ² alors
5.1 bissect ion de [x] ! ([x]1 ; [x]2),
5.2 L Ã L [ f [x]1 ; [y1] ; :::; [ym ]g,
5.3 L Ã L [ f [x]2 ; [y1] ; :::; [ym ]g, Aller à 1;

7 Sinon L 0 Ã L 0 [ f [x]g, Aller à 1;
8 Fin t ant que

Remarque 4.1
A chaque fois que SPVIA1 se trouve au Pas 1, l’union de tous les pavés [x] de la liste L
et de L 0 forme un sur ensemble de X.

A lgor it hme: SPVIA2(Entrées et Sort ies: i , [x0] , [y0
i ] ,gi , [z])

Initalisation : L Ã f [x0] ; [y 0
i ]g, ²p Ã w ([x0]), [x0] Ã ; , [y0

i ] Ã ; ;
1 Tant que (L 6= ; ) faire

2 Récupérer deux pavés f [x] ; [y i ]g du sommet de la liste L ,
3 Si ([gi ] ([x] ; Centre([y i ])) 2 [z]) alors
3.1 [x0] Ã [x0] [ [x] ; [y0

i ] Ã [y0
i ] [ [y i ],

3.2 Vider(L ), aller à 1;
3 Ci ([x] ; [y i ]);

4 Si (w ([x]) > ²p) alors
4.1 bissect ion de [y i ] ! ([y i ]1 ; [y i ]2),
4.2 L Ã L [ f [x] ; [y i ]1 ; [x] ; [y i ]2g, Aller à 1;
5 Sinon [x0] Ã [x0] [ [x] ; [y0

i ] Ã [y 0
i ] [ [y i ],

6 ALLER À 1;
7 Fin t ant que

4.3.1 A pplicat ion au problème de M ilanese et V icino (avec les

paramèt res incer t ains)

Considérons le problème du paragraphe 4.2.1, nous allons résoudre cet exempled’intersec-
t ion de project ion grâce à l’algorithme développé ci dessus. Les paramètres de simulat ion
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sont donnés par le tableau suivant :

Simulat ion SPVIA1

Ordinateur ut ilisé PC 250Mhz/ 10Go
Pavé de recherche P = [0; 1:2] £ [0; 0:5]
Précision ² = 10¡ 2

Temps de calcul 40 secondes

Le sous pavage généré par l’algorithme SPVIA1 est représenté par la …gure 4.8. Les pavés

noirs et blancs encadrent avec la précision ² l’ensemble solut ion. Les pavés gris sont les
part iesdel’espacequi nevéri…ent paslescontraintesimposéespar lesbarresd’incert itudes.

Figure~4.8: Pavage obtenu lors de la résolut ion du problème de la sect ion 4.2.1. Le cadre

correspond au pavé de recherche P = [0; 1:2] £ [0; 0:5]

4.3.2 A ppl icat ion à la concept ion du robot A ID

De même que dans l’applicat ion précédente, nous sommes parvenus à obtenir quelques
résultats intéressants pour le problème du robot dans la sect ion 4.2.2. Néanmoins nous
remarquons que lorsque l’ensemble solut ion est volumineux, le temps de calcul augmente
de pair. Cette augmentat ion dépend aussi de la précision requise pour la caractérisat ion
des longueurs (l1; l2) de bras du robot AID. Nous avons choisi 4 situat ions di¤érentes pour
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les domaines sur les angles
£
µi ¤. Pour chaque situat ion, les 6 points X i à atteindre par les

bras du robot et les domaines associés aux angles sont donnés par les tableaux ci-dessous.

Cas (a)

i X i

£
µi

1

¤ £
µi

2

¤ £
µi

3

¤

1 (1; 0; 0)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]

2 (0; 1; 0)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]

3 (0; 0; 1)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]

4 (1; 1; 0)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]

5 (1; 1; 1)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]

6 (0; 1; 2)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]

Cas (b)

i X i

£
µi

1

¤ £
µi

2

¤ £
µi

3

¤

1 (1; 0; 0)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

2 (0; 1; 0)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

3 (0; 0; 1)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

4 (1; 1; 0)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

5 (1; 1; 1)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

6 (0; 1; 2)T [¡ ¼; ¼] [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

Cas (c)

i X i

£
µi

1

¤ £
µi

2

¤ £
µi

3

¤

1 (1; 0; 0)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤
[¡ ¼; ¼]

2 (0; 1; 0)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤
[¡ ¼; ¼]

3 (0; 0; 1)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤
[¡ ¼; ¼]

4 (1; 1; 0)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤
[¡ ¼; ¼]

5 (1; 1; 1)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤
[¡ ¼; ¼]

6 (0; 1; 2)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤
[¡ ¼; ¼]

Cas (d)

i X i

£
µi

1

¤ £
µi

2

¤ £
µi

3

¤

1 (1; 0; 0)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤ £
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

2 (0; 1; 0)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤ £
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

3 (0; 0; 1)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤ £
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

4 (1; 1; 0)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤ £
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

5 (1; 1; 1)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤ £
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

6 (0; 1; 2)T [¡ ¼; ¼]
£
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤ £
¡ ¼

4 ; ¼
4

¤

Après applicat ion de l’algorithme SPVIA1, l’ensemble solut ion est représenté par le sous

pavage gris (voir …gure 4.9a, b, c, d).

Simulat ion SPVIA1

Ordinateur utilisé PC 250Mhz/ 10Go
Pavé de recherche P = [l ] = [0; 2]£ 2

Précision ² = 10¡ 2

Temps de calcul (a) 1h30mn, (b) 20mn, (c) 5mn, (d) 2s.



4.3. ALGORITHME D’INTERSECTION DE PROJECTION 45

Figure~4.9: a, b, c et d Pavages caractérisant l’ensemble des longueurs (l1; l2) qui per-
mettent au robot AID d’at teindre les points X i . Les cadres correspondent au pavé

P = [1; 1:5] £ [0:5; 1:1]

4.3.3 A ppl icat ion à la commande robust e

La part icularité du problème de la commande robuste vient du fait que pour déterminer
l’ensemble des commandes robustes Sq , nous passons par la caractérisat ion de l’ensemble
complémentaireà celui-ci Sq (voir sect ion 4.2.3). Sur la …gure 4.10, les sous-pavages gris et
blancs donnent une assez bonne approximat ion de Sq , tandis que les pavés noirs tendent

à recouvrir Sq . Le tableau des paramètres de simulat ion est le suivant :

Simulat ion SPVIA1

Ordinateur utilisé PC 250Mhz/ 10Go
Pavé de recherche P = [q] = [0; 1]£ 2

Précision ² = 10¡ 2

Temps de calcul 30mn.
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Figure~4.10: Caractérisat ion de l’ensemble des commandes robustes Sq par le sous-pavage
gris. Le cadre correspond au pavé [q] = [0; 1]£ 2 dans l’espace (q1; q2).



Chapit re 5

Solver - Proj2D

Solver est un mot anglais qui désigne un mini-logiciel interact if. Il permet d’automat iser
la résolut ion des problèmes ut ilisant le même formalisme de représentat ion. Le solver
Proj2D (Project ion 2 Dimensions) a été construit à part ir de l’emboîtement de plusieurs
…chiers et d’un noyau central, un peu comme un jeu de puzzle. Le noyau du solver est

const itué principalement d’un …chier DLL. Ce …chier a pour but l’analyse syntaxique des
expressions formelles introduites par l’ut ilisateur. La réalisat ion de l’interface homme-
machine nécessite la connaissance de quelques rudiments en programmation windows. Le
développement de Proj2D a été é¤ectué à part ir du logiciel C+ + Builder5. Ainsi le solver
a la possibilité d’évoluer et d’incorporer de nouvelles not ions ou même de sat isfaire à

d’autres exigences liées à l’ut ilisat ion.

5.1 Présent at ion du solver

Rappelons avant d’aller plus loin que lesolver Proj2D réalise la project ion en 2 dimensions
d’un ensemble régit par plusieurs contraintes (voir chapit re 4, sect ion 4.1). Considérons
l’ensemble S dé…ni par tous les vecteurs x appartenant à un pavé de recherche et véri…ant
des contraintes du type:

f (x) 2 [y] (5.1)

avec f : Rn ! Rm une fonct ion vectorielle et [y ] un pavé de Rm . Nous choisissons par la
suite deux direct ions de x sur lesquelles l’ensemble S sera projeté.

L’interface du solver est const ituée d’une barre d’out ils, de 4 éditeurs de texte et d’un
bouton de lancement (Run...). Les éditeurs de texte permettent de saisir le données
relat ives à chaque problème. Le mémo Const raint s permet par exemple l’enregistrement
des contraintes sous la forme:

47
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M émo Const raint s:
f 1(x) in [y1]
f 2(x) in [y2]
...
f m (x) in [ym ].

Le mémo Var iables répertorie toutes les variables et leurs domaines d’appartenance. Les
variables que nous omettons de saisir sont init ialisées par défaut à l’intervalle [¡ 1 ,1 ].

M émo Var iables:
x1 in [x1]

x2 in [x2]
...
xn in [xn ].

L’éditeur Project ed Var iables cont ient le nom des variables sur lesquelles s’e¤ectue la
project ion. S’il nous arrive de saisir plus de deux variables, le solver t iendra compte des
deux premières variables saisies.

Project ed Var iables :
x i ; xj ;

L’éditeur epsilon indique la précision du pavage, il prend par défaut la valeur 0:01. Nous
pourrons le modi…er juste avant de lancer l’applicat ion.

Il est possible aussi d’entrer ces données par l’intermédiaire d’un …chier texte. Cette
procédure obéit à une syntaxe qui doit être respecté à la lett re, sans cela nous ne pouvons

garant ir lebon fonct ionnement du solver. En premier lieu nousouvronsun …chier textesur
le Bloc-notes ou tout autre éditeur de texte. Puis nous saisissons nos données en suivant
le modèle ci-dessous:
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…chier texte: data.txt

Variables
x1 in [x1; x1]

...
xn in [xn ; xn ]
Constraints

f 1 (x) in
h
y

1
; y1

i

...

f m (x) in
h
y

m
; ym

i

Projected Variables

x i ; x j ;
EndOfFile

Nous enregistrons nos données par exemple sur data.txt . Ensuite nous allons sur Proj2D
pour ouvrir le …chier data.txt . Il est facile d’accéder à la boite de dialogue en ut ilisant le

raccourci clavier (Ctrl+ O), ou encore en sélect ionnant avec la souris File puis Open dans
la barre d’out ils.
Les sous pavages observés lors du lancement du solver correspondent selon un code de
couleurs aux résultats obtenus pour la project ion d’un ensemble dé…ni par ses contraintes.

Code de couleurs du pavage

Pavés solut ion rouge
Pavés non solut ion bleu
Pavés ambigu jaune

5.2 Composit ion et organisat ion du solver

Le solver est composé principalement de 5 …chiers: MakeTrees.cpp, Propagat ions.cpp,

Solver.cpp, SPVIA.cpp et ‡exbison.dll. Chaque unité a une tache part iculière au sein de
l’applicat ion.

5.2.1 N oyau de l ’appl icat ion (‡exbison.dl l )

Le …chier ‡exbison.dll est le noyau autour duquel tous les autres …chiers ont été élaborés.
Grâce à un système de codage que nous développerons par la suite, ce …chier permet
de stocker les contraintes et les domaines associés aux variables sous forme d’arbres et
de tableaux. Cette procédure facilite la récupérat ion et la manipulat ion des contraintes.
Le noyau renvoi deux informat ions primordiales, il s’agit de l’arbre des contraintes et du
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tableau des variables.

- A rbre des cont raint es

La structure de cet arbre représente les di¤érentes contraintes. L’arbre des contraintes est
const itué de noeuds. Chaque noeud correspond à un objet ou un enregistrement composé
de 6 champs.

Ob jet : Noeud;

1. Caractère: Code

2. Ent ier : Indice
3. Réel : Inf
4. Réel : Sup
5. Pointeur de noeud : FD

6. Pointeur de noeud : FG

Le champ Code correspond au symbole ident i…cateur du noeud. Lorsque nous sommes
en présence d’une opérat ion ou une fonct ion, Code peut prendre les caractères ’+ ’,’-’,’/ ’,
etc. Pour des raison de commodité nous avons att ribué à chaque fonct ion un caractère

spéci…que. La fonct ion du cosinus correspond à ’C’, celle du sinus à ’S’, l’exponent ielle à
’E’, ainsi de suite. Si le noeud représente une variables alors Code= ’V’ et s’il s’agit d’une
constantes Code= ’N’.
Le champ Indice donne l’indice de chaque variable dans le tableau des variables. Les

champs I nf et Sup correspondent respect ivement à la borne inférieur et supérieur des
intervalles associés à chaque variable. Les deux pointeurs de noeuds FD (…ls droit) et FG
(…ls gauche) indique les références sur les deux prochains noeuds.

Figure~5.1: Conversion d’une contrainte en arbre de noeuds
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- Tableau des var iables

Toutes les variables ainsi que les renseignements concernant chacune d’elles sont rangées

dans un tableau. L’implémentat ion de ceci se fait à l’aide d’objets dont les champs infor-
ment sur les caractérist iques des variables (le nom de la variable, le domaine d’apparte-
nance, etc.). Ainsi les éléments du tableau des variables sont des objets de type VAR.

Ob jet : VAR;

1. Chaine de caractères: Name

2. Réel : Inf
3. Réel : Sup
4. Booléen : Select

Le booléen Select se met à vrai ou faux selon que la variable soit projeté ou non.

5.2.2 Organisat ion des aut res …chiers

Le …chier MakeTrees.cpp récupère les arbres de contraintes, puis range à son tour les va-
riableset leursdomainesdansdespavés dest inésà êtremanipuler dans l’unitéSPVIA.cpp.
Cettedernièrecont ient lesprocéduresSPVIA1 et SPVIA2 qui gèreledécoupageet les tests
d’inclusionssur lespavés (ref. chapit re4, sect ion 4.3). L’unitéPropagat ion.cpp commeson

nom l’indique e¤ectue des procédures de propagat ion et retro-propagat ion des contraintes
sur les pavés. En…n, le …chier Solver.cpp s’occupe de la gest ion de l’interface (les boutons,
les éditeurs de textes, la barre d’out ils, etc.). Ce …chier rend possible les sauvegardes vers
des …chiers textes qui stockent les données.

N B : Le solver a quelques problèmes pour traiter des containtes ayant des variables en
commun, il s’agit de pet ites modi…caions qui serons rajouter plus tard.
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Figure~5.2: Organisat ion interne du solver Proj2D



Chapit re 6

Conclusion

Tout au long de ce rapport , nous avons tenté de mettre en évidence la contribut ion ap-
portée par la caractérisation d’ensembles à l’automat ique. Cependant même si plusieurs
problèmes ont été résolus grâce aux algorithmes développés dans le chapit re 3.2, les mé-
thodes ut ilisées révèlent certains inconvénients majeurs. En e¤et comme nous l’avons déjà

expliqué, dès que la dimension de l’ensemble considéré dépasse 5, une caractérisat ion pré-
cise devient t rès di¢ cile voir impossible. Avec l’int roduct ion des opérateurs de réduct ion,
nous pouvons espérer une probable at ténuat ion du pessimisme concernant la complexité
des algorithmes.
Notons qu’il reste quoi qu’il en soit pas mal de pistes inexplorées. Une combinaison de

contracteurs issus de diverses méthodes (méthode de Newton par intervalles, linéarisat ion
extérieure et propagat ion des contraintes sur les intervalles) peut engendrer un opérateur
de réduct ion hautement e¢ cace. Ce qui sera possible dans un avenir immédiat , c’est de
repousser les limites en terme de dimension de l’espace. Cela signi…e que nous pourrons

essayer de caractériser un ensemble de dimension comprise entre 5 et 10 avec des temps
de calcul raisonnable. La stratégie employée sera de réduire le plus possible les pavés et de
ne concéder à une bissect ion qu’en dernier recours. La méthode permet des améliorat ions
spectaculaires lorsqu’il s’agit de caractériser des ensembles de grande dimension, t rès peu

volumineux et non connexes.
Lorsque nous serons amenés à résoudre des problèmes, la quest ion de la rentabilité des
algorithmes ensemblistes peut se poser. Pour obtenir des résultats sans exigences précises,
il est clair que nous aurons intérêt à ut iliser des méthodes de recherches locales telles que
Monté Carlo, minimisat ion par descente de gradient , etc. Ces méthodes ne sont peut être

pas garant ies par rapport à la solut ion obtenue, mais elles marchent assez rapidement
dans la plupart des cas. Par contre, face à un problème dans lequel nous sommes soumis
à des spéci…cat ions strictes et variées, les méthodes de résolut ion ensemblistes semblent
les mieux indiquées. Ces problèmes part iculiers interviennent par exemple lors de la mi-
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nimisat ion globale d’une fonct ion, ou encore de la recherche d’un …ltre numérique d’ordre
minimal dont la fonct ion de transfert véri…e certaines caractérist iques. L’approche en-
sembliste est certes coûteuse en temps de calcul, mais elle permet d’obtenir des résultats
relat ivement …ables et garant is.
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