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Etude et supervision des graphes d’événements temporisés et
temporels : vivacité, estimation et commande

Résumé : Ce mémoire porte sur la modélisation et l'analyse de réseaux de Petri du type Graphes
d’Evénements (GE) temporisés et temporels, au moyen d’outils algébriques comme 1’algebre des dioides ou
I’algebre des applications topicales. La modélisation mathématique de ces systéemes dynamiques a événements
discrets (SDED) conduit & des systémes d’équations et d’inéquations utilisant les opérations de minimum,
de maximum et d’addition. Dans la premiere partie, la forme générale obtenue est un modele dit d’inter-
valle qui permet de faire une classification des différents GE considérés, selon une analyse de ces fonctions.
Le modele algébrique des GE a flux temporels pour deux sémantiques, englobe les modeles de différents
GE temporels qui modélisent le temps sur les places, les transitions ou les arcs (temporisés, p-temporels,
t-temporels, arcs temporels,...). Dans une deuxiéme partie, nous analysons la vivacité des GE temporels.
L’étude des phénomenes de synchronisation permet de vérifier 'existence du vecteur d’état par deux ap-
proches : la premiére utilise la théorie spectrale des fonctions (min, max, +) et peut étre appliquée sur des
GE a flux temporels; la deuxieme exploite une série de matrices et concerne les GE P-temporels. Les SDED
sont soumis a des perturbations comme les défaillances qui peuvent générer une mauvaise détermination du
vecteur d’état. Nous traitons alors dans cette troisieme partie le probleme de l’estimation d’état dans les
GE temporisés et a flux temporels. L’estimateur proposé permet en méme temps le développement d’une
nouvelle approche pour la détection de défaillances. Enfin, le probleme de la commande optimale est étudié
pour les GE a flux temporels. La détermination de la commande est faite en appliquant une méthode du
type point fixe comme pour I'estimation. La particularisation de celle-ci au cas des GE temporisés, permet
de retrouver les classiques équations ”Backward”. La vérification de ’existence d’un controle optimal est
faite en exploitant la théorie spectrale apres homogénéisation des fonctions (min, max, +).

Mots-clés : Systemes dynamiques a événements discrets, graphes d’événements temporisés et temporels,
algebre des applications topicales, dioides, point fixe, vivacité, estimation, commande.

Study and supervision of time and timed event graphs : liveness,
estimate and control

Abstract : This report concerns the modeling and analysis of timed and time Event Graphs (EG), by means
of algebraic tools like the dioids or algebra of topical functions. The mathematical modeling of these Discrete
Event Dynamic Systems (DEDS) leads to equations and inequations systems using minimum, maximum and
addition operations. In the first part, the general form obtained is called an “interval model” which allows
making a classification of different EG considered, according to an analysis of these functions. The algebraic
model of time stream EG for two semantics, includes the different time EG models which model time on the
places, the transitions or the arcs (timed, p-time, t-time, time arcs ...). In the second part, we analyze the
liveness of time EG. The study of the synchronization phenomena enables the verification of the existence
of the state vector by two approaches : the first uses the spectral theory of the (min, max, +) functions and
can be applied to time stream EG ; the second one exploits a matrices series and concerns p-time EG. The
DEDS are subjected to disturbances like failures which can generate a bad determination of the state vector.
Then We deal the problem of the state estimate in timed and time stream EG. The estimator proposed
also allows the development of a new approach for the fault detection. Finally, the optimal control for time
stream EG is studied. The determination of the control is made by applying a fixed point approach like
the one used for estimation. The particularization of this approach to the timed EG case, allows finding
the traditional “Backward” equations. The verification of the existence of an optimal control is made by
exploiting the spectral theory of the (min, max, +) homogeneous functions.

Key-words : Discrete event dynamic systems, time and timed event graphs, algebra of topical functions,
dioids, fixed point, liveness, estimate, control.
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Introduction

L’automatique classique considére des systémes dynamiques ou le changement d’état dépend
du temps, en continu. Le comportement des systemes dynamiques en automatique classique est
souvent modélisé par des équations, différentielles ou aux différences. En revanche, les Systéemes
Dynamiques a Evénements Discrets (SDED) correspondent a des processus dont 1’état change
a loccurrence d’un événement. Cela recouvre un grand nombre de processus comme les ate-
liers flexibles, les réseaux de transport, les systemes informatiques, les systemes multimédias,- - -
Une troisieme catégorie correspond aux modeles hybrides qui fusionnent ces deux types de
phénomeénes comme 'indique son intitulé. Ce mémoire considere ainsi les Systemes Dynamiques
4 Evénements Discrets qui sont 1’objet d’attention et d’études de nombreux chercheurs depuis

plusieurs décennies, ceci a ’échelle internationale.

Parmi les différents formalismes, les réseaux de Petri jouent un réle important, présentant
la caractéristique d’étre un outil & la fois graphique et mathématique de modélisation. L’emploi
de ces graphes pour spécifier et analyser ces systemes, s’est généralisé ces dernieres années,
car ils permettent de décrire des phénomenes d’assemblage, de synchronisation, de cumul, de
partage de ressources,--- Parmi la multitude des modeles développés, deux types de réseaux
de Petri se dégagent indiscutablement : les graphes d’états et les graphes d’événements. Pour
cette deuxieme catégorie, la classe des graphes d’événements temporisés joue un réle important
en raison de son comportement déterministe, moyennant certaines hypotheses car elle integre
explicitement le temps. L’évolution du systeme est alors décrite par des équations définies dans
un dioide, c’est a dire un semi-anneau idempotent, avec un nouveau type de linéarité par rapport
a cette algebre. A coté de la classe maintenant bien connue des graphes d’événements tempo-
risés, les réseaux de Petri temporels sont une classe importante des réseaux de Petri. Ils sont
un langage graphique, permettant de décrire les systémes dynamiques & événements discrets, a
contrainte de temps, sur I’ensemble des places, des transitions ou des arcs. La dynamique de
tels systemes modélisés par ces graphes dépend a la fois du marquage et des intervalles de temps

associés aux places.

Les travaux présentés dans cette these portent sur I’étude et la supervision des graphes

d’événements temporisés et temporels. Les graphes d’événements temporels sont une sous-
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classe des réseaux de Petri ou I'on a des contraintes de temps présentant la forme d’intervalle.
De ce fait, nous désignons dans ce mémoire, ces différents graphes sous le nom de graphes
d’événements du type intervalle. On verra que ce modele fait intervenir des opérations de
maximisation, de minimisation et aussi d’addition. Répondant a ces critéres, on peut citer les

graphes d’événements p-temporels, t-temporels, arcs temporels, a flux temporels- - -

L’exploitation des ces nouveaux modeles nécessite le développement et ’exploitation d’outils
mathématiques plus généraux que la structure algébrique du dioide : il sera nécessaire d’aborder
ce que 'on appelle I'algebre des fonctions topicales et en particulier, les fonctions (min, max,
+), domaine mathématique récemment développé. La notion de vecteur spectral jouera dans le
cadre de ce mémoire, un role important mais inhabituel : il ne sera pas utilisé pour calculer un
taux de production mais pour vérifier ’existence d’au moins une solution dans des problemes

écrits sous forme de point fixe.

Nous détaillons maintenant, les problemes abordés dans ce mémoire, qui traitent de la vi-

vacité, de ’estimation et de la commande.

Vivacité

De maniere générale, les propriétés comme la bornitude, I’atteignabilité et la vivacité, ont
fait ’objet de nombreux travaux d’études et de recherches dans le domaine des réseaux de Petri,
car un systéme bien congu doit pouvoir éviter ces problemes. Il s’est avéré cependant, que la
vérification de telles propriétés pose souvent des difficultés. En particulier, I’étude de la propriété
de vivacité des réseaux de Petri, est toujours actuelle motivée par la nécessité de s’assurer du
non blocage dans le systeme de production modélisé.

Il est fréquent, que des taches manufacturieres se déroulent en parallele dans des systémes
de production. Cela met en évidence des phénomenes de synchronisation et de partage de
ressources. Pour un strict respect du bon fonctionnement du systeme, on doit obliger les ac-
tivités manufacturieres a se synchroniser. Malheureusement ce n’est pas toujours le cas, et dans
plusieurs situations on se retrouve devant une mauvaise synchronisation. Par conséquent, on
assiste non seulement a une utilisation inefficace du systeme, mais également a un blocage partiel
ou total des activités. Dans l'objectif d’'une bonne conception des systemes manufacturiers, il

faut alors étudier et analyser préalablement le probléme de la vivacité des systeémes.

Dans le cadre de I’étude de la vivacité, nous nous intéressons a la classe des graphes d’événem-
ents p-temporels qui présente des spécificités. Si les propriétés comportementales dépendent
naturellement de la structure du graphe d’événements p-temporel, il faut également considérer
les intervalles de temps associés au places ainsi que le marquage initial. Une des caractéristiques

de ce modele est la possibilité de mort de jetons, s’ils séjournent dans une place plus qu'une
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durée maximale déterminée. Cette mort se traduit par la disparition du jeton, qui peut étre
I’origine des phénomenes de blocage ou de désynchronisation, au niveau des transitions qui ont

plus d’une place en amont.

Supervision : estimation, commande

Dans un contexte général de commande, le probleme de la supervision est :

- de calculer les dates au plus tard des tirs des transitions d’entrée de maniere a ce que les
tirs des sorties arrivent au plus tard avant les dates désirées.

- d’estimer les valeurs passées de ’état a partir des valeurs connues de ’entrée et de la sortie,
ce qui sera l'objet de cette étude.

- de prédire la future évolution de la sortie et de vérifier 'optimum de la commande.

Cependant, les systemes dynamiques a événements discrets sont soumis a des perturbations
comme les défaillances, qui interrompent le fonctionnement habituel du systeme et réduisent les
capacités de prédiction et de commande de la future évolution du systeme. Les perturbations
peuvent étre les suivantes :

- la nature physique mais aussi humaine du processus entraine une variation des temporisa-
tions.

- le processus est soumis a des défaillances qui doivent étre traitées et qui sont donc également
a lorigine de variations des temporisations.

- un des roles de la maintenance est de prévenir les pannes (maintenance prédictive). Les
opérations de maintenance prédictive se traduisent également par une perturbation de la pro-
duction.

Ces perturbations peuvent étre qualifiées d’internes par opposition aux perturbations ex-
ternes comme les variations de consignes ou de 'approvisionnement du systeme en produits et
pieces. Les perturbations internes produisent des variations du modele ou méme des ruptures de
la description du modele ce qui peut étre a 'origine d’une mauvaise détermination du vecteur
d’état. Dans ce chapitre, nous considérons donc le probleme de 'estimation d’état.

En dehors de la reconstruction d’état, cet estimateur peut avoir comme autre réle la détection
de défaillance. A notre connaissance, ce sujet n’a jamais été abordé dans un cadre “systeme de

production / algebre des fonctions topicales”.

Le controle est aussi un sujet important d’études dans le domaine des systemes dynamiques
a événements discrets. En effet, dans de nombreux processus (ateliers flexibles, réseaux de
transport, ---) modélisés par des SDED, on cherche a controler les entrées afin d’atteindre des
performances prédéfinies. Probléeme classique au laboratoire LISA, différents travaux ont abordé
le sujet de la commande. C’est dans le but de continuer ce théme de recherche que vient s’inscrire

cette contribution dans le chapitre 5 et de généraliser 'approche dite ”Backward”. L’objectif
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sera de développer une méthode de commande optimale sur de nouveaux modeles du type “in-

tervalle”.

Les lignes directrices des cing chapitres de ce mémoire, ainsi que son organisation sont

présentés de la maniere suivante :

e Dans le premier chapitre, nous exposons un ensemble de concepts et d’outils mathématiques
importants pour le traitement des problemes posés dans ce mémoire. Dans une premiere
partie, sont passés en revue les concepts et les fondement de base des treillis, des dioides
et de la théorie de la résiduation. Ensuite, des résultats sur la théorie du point fixe sont
présentés. Ils représentent en fait un outil important pour la suite de ce mémoire. Dans
la derniere partie, nous présentons la théorie spectrale des fonctions (min, max, +) dont

le role est principal dans les chapitres 3, 4 et 5.

e Le deuxieme chapitre est dédié a la modélisation dans ces nouvelles structures algébriques,
de différents graphes d’événements temporisés et temporels. La premiere partie de chapitre
est une synthese bibliographique qui regroupe des résultats bien connus sur les pro-
priétés des réseaux de Petri. Quelques résultats classiques sur la modélisation des graphes
d’événements temporisés dans l'algebre des dioides, sont également exposés. Dans la
deuxieéme partie, nous abordons la modélisation des graphes d’événements temporels (du
type intervalle) dans lalgebre des dioides. L’analyse de la forme générale des différents
modeles nous permettra de faire une classification des différents graphes considérés, I’objectif
étant d’avoir un modele général recouvrant les différents cas. Cette modélisation constitue

le premier pas pour les problemes que nous allons traiter dans les chapitres suivants.

e Dans le troisieme chapitre, le centre d’intérét est la validation de modeles généraux afin
de pouvoir les utiliser dans le cadre des chapitres de I'estimation et de la commande. On
s’intéresse en particulier a I’analyse de la vivacité des graphes d’événements p-temporels.
L’étude des phénomenes de synchronisation permet de vérifier ’existence d’au moins une
trajectoire du vecteur d’état. Deux approches sont présentées. La premiere utilise le
vecteur spectral en se basant sur le graphe de calcul de modeles généraux (min, max, +).
Apres un rapide état de 'art, la deuxieme approche introduit une série particuliere de
matrices qui permet de résoudre le probleme de la vivacité pour les graphes d’événements

P-temporels.

e Dans le quatrieme chapitre, on traite le probleme de I’estimation du plus grand état pos-
sible. Nous rappelons d’abord les méthodes des observateurs ainsi que les approches de
détection de défaillances utilisées dans le cas des systémes continus. Nous introduisons en-
suite des résultats concernant la vérification de I'existence d’un état en exploitant la théorie
spectrale des fonctions (min, max, +) pour les graphes d’événements temporels. Se basant

sur une approche du type propagation de contraintes, deux algorithmes spécifiques sont
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proposés afin d’estimer le plus grand état des graphes d’événements temporisés (GET) et
a flux temporels. L’estimateur synthétisé, est réutilisé dans ce chapitre afin de proposer

une approche permettant la détection de défaillances.

e Le cinquiéme chapitre a pour but d’étudier le probleme de la commande optimale des
graphes d’événements temporisés et a flux temporels. Une premiere approche de com-
mande des GET est proposée. Elle integre un algorithme spécifique aux GET calculant la
plus grande commande et le co-état. Cette approche est comparée avec la méthode “Back-
ward”. Le probléeme de la commande optimale des graphes d’événements a flux temporels
est résolu grace a une approche duale de celle de I'estimation vue au chapitre 4. Cette
deuxieme approche procede dans un premier temps a la vérification de 'existence d’'un
controle optimal de la classe modele d’intervalle, exploitant la propriété d’homogénéité des
fonctions (min, max, +). Dans un deuxiéme temps la détermination de la commande est
faite en appliquant une méthode du type “point fixe”. Cette derniére permet 1’élaboration
d’un algorithme de calcul de la commande optimale spécifique aux graphes d’événements
a flux temporels. L’approche généralise de maniere naturelle les équations “Backward”

appliquées classiquement pour synthétiser la commande des GET.

Dans le dernier chapitre, nous allons dresser un bilan des travaux réalisés dans cette these

en proposant des perspectives et d’autres pistes de recherches.






Chapitre 1

Outils algébriques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons passer en revue la théorie de base des dioides et des fonctions
topicales. Les notations, les outils algébriques et les principaux concepts qui seront utilisés dans

ce manuscrit seront précisés.

Dans un premier temps, nous introduirons les notions de base relatives a la théorie des treil-
lis. Ensuite, nous présenterons les dioides qui sont liés a la théorie des treillis. Cela, vient du

fait, comme nous allons le voir, qu’un dioide peut étre considéré comme un sup-demi-treillis.

Les lois de compositions internes (la somme et le produit) définies sur des dioides ne sont
pas inversibles en général. Pour remédier a ce probléme, on fait appel a la théorie dite de
la résiduation. Nous exposerons un bref rappel sur les éléments de base qui constituent cette
théorie, ainsi que les principaux résultats relatifs a la résiduation. Ces derniers seront appliqués a
la résolution d’un certain type d’inéquations. Un autre type d’équations dites équations au point
fixe définies sur des dioides complets sera étudié. Deux cas intéressants d’équations (x = ax @b

et x = a\z A b) seront considérés dans le cadre de I’étude de la théorie du point fixe.

La derniere partie de ce chapitre est moins classique car nous parlerons des fonctions mono-
tones (isotones) et homogenes. Ces fonctions sont apparues dans plusieurs travaux : [MS69],
[O1s91b], [Gun94b], [GKI5] et [CGTI]. Les fonctions vérifiant les propriétés de monotonie et
d’homogénéité [CT80] sont appelées topicales [BMO03] et [KG94]. Ces fonctions peuvent prendre
des formes plus ou moins complexes selon la nature du systéme modélisé. Dans le contexte
de cette these, nous nous intéresserons en particulier & une classe des fonctions topicales qui
sont les fonctions (min, max, +). Ces derniéres apparaissent en modélisant certains systémes
dynamiques a événements discrets ainsi que d’autres modeles particuliers qui seront présentés

dans le chapitre 2. Un autre sujet important abordé dans cette partie est I’étude de I'existence
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de point fixe et le calcul du vecteur spectral (vecteur temps de cycle) relatif aux fonctions (min,
max, +). Le calcul du vecteur spectral jouera un role tres important dans la suite de cette these

surtout dans le cadre de la résolution de systémes (min, max, +) de type < f(x) et x > f(z).

Des présentations approfondies des outils algébriques sont données, pour ’essentiel dans
[BCOQ92], [Bir40], [BJ72], [CGT9], [CGQI], [Gau92], [GGI8b], [Gun03], [GKI5] et [GMO1] et

correspondent donc a une littérature importante.

1.2 Eléments de la théorie des treillis

L’association d’une relation d’ordre avec un ensemble (ou sous ensemble) définit un ensemble
ordonné qui a son tour introduit un treillis. Nous rappelons brievement dans cette partie un
ensemble de notions, de définitions et de propriétés sur les ensembles ordonnés et les treillis.
Le lecteur intéressé par les structures algébriques pourra consulter en particulier [BCOQ92],
[KG95], [BJ72], [GMO1] et [DP02].

1.2.1 Ensembles ordonnés

On rappelle qu’une relation d’ordre sur un ensemble F/, notée <, est une relation binaire :
réflexive Vee F:x<«x
transitive <y et y<z=zx<z2
antisymétrique z <y et y<r=—zx=y
Un ensemble E est ordonné, s’il est muni d’une relation d’ordre <. On le notera (E, <)
On dit que deux éléments x et y dans E sont non-comparables, si aucune des relations suivantes

r <y ety < xnest vérifiée.

Définition 1.1. (Ordre partiel)
Soit un ensemble ordonné (E,<). S’il existe deuzr éléments x,y € E tels que = et y sont non-
comparables, alors la relation d’ordre < est partielle. On dit aussi que (E,<) est partiellement

ordonné.

Exemple 1.1 :

Soit 'ensemble des entiers naturels N*. La relation d’ordre < est définie comme suit :

x < y si et seulement si, x divise y

Il est clair alors que (E, <) est partiel (3 £ 5 car 3 n’est pas divisible par 5 dans N* et inversement)

Définition 1.2. (Ordre total)
Soit (E,<), si Vx,y € E tels que z < y ouy < x. On dit que l’on a un ordre total et E est

appelé un ensemble totalement ordonné.
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Exemple 1.2 :

Les deux ensembles (R, <) (Z, <), ou < est une relation d’ordre naturel sont totalement ordonnés.

Un ensemble (F, <) totalement ordonné est appelé aussi une chaine.

Les ensembles totalement ou partiellement ordonnés sont souvent décrits graphiquement en
utilisant un diagramme dit diagramme de Hasse. Ce dernier est un graphe acyclique direct tel
qu’il existe un arc direct qui va de = vers y si et seulement si, z < y (dans ce cas, x et y sont
comparables). Notons que les arcs triviaux = +— x et les arcs se déduisant par transitivité sont

omis. L’ordre de croissance est pris conventionnellement dans le sens du bas vers le haut.

Exemple 1.3 :
Soit ’ensemble ({x,y, z,t}, <) partiellement ordonné avec son diagramme de Hasse montré dans la

figure 1.1. Chaque élément est représenté par un point.

A t

Figure 1.1 : Diagramme de Hasse

Onax <y, x<zety <t On peut constater dans la figure 1.1 que y et z, ainsi que z et ¢ sont

non-comparables.

Dans la définition qui suit, nous donnons un vocabulaire relatif aux éléments dans les ensembles

ordonnés. Remarquons que ce vocabulaire n’est pas standard et change selon les auteurs.

Définition 1.3. (Vocabulaire )
Soit (E, <) un ensemble ordonné et F' un sous-ensemble non vide de E (F C E).

e Soit F C E, tout élément b € F vérifiant : Px € F,x # b tel que b < x est appelé élément
maximal de F'. De méme, on appelle élément minimal de F C E tout a € F vérifiant
cPr e Fox#btel que x <a
- Lorsqu’il existe un élément maximal (respectivement minimal), il n’est pas toujours

UNIQqUE.

o Un élément b € E vérifiantVr € F : x < b est appelé un magorant ou borne supérieure.

Si b € F, alors b est unique et on l'appelle maxrimum de F'.

e De méme a € E est un minorant ou borne inférieure de F' si et seulement si, Vx €

F:a<x. Sia€lF, alors a est appelé minimum de F et il est unique.
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o Un sous ensemble F' C F est dit borné s’il admet un majorant et un minorant.

e Lorsque ’ensemble des majorants ou bornes supérieures de F C E a un plus petit élément,
ce dernier est appelé plus petite borne supérieure de F, et notée sup(F'). De méme
lorsque l’ensemble des minorants ou bornes inférieures de F' a un plus grand élément,
on Uappelle plus grande borne inférieure de F. On le note inf(F). On parle aussi
respectivement de supremal ou infimal de F pour sup(F) et inf(F). Ces éléments sont

uniques s’ils existent.

o L’ensemble (E, <) est dit complet si toute partie F' C E admet une borne supérieure notée

\ z. De méme il est dit complet pour l’ordre dual si Inf(F) existe, elle est notée N x.
zeF zeF

éléments maximaux e
> ,

___maximum

Figure 1.2 : Représentation des éléments maximaux, maximums et majorants des ensembles

Fi et Fy

La figure 1.2 montre les différentes définitions.

1.2.2 Notions de base sur les treillis

Définition 1.4. (Demi-treillis)

Un ensemble ordonné (E, <) est un sup-demi-treillis si toute partie de deux éléments x, et
x9 de E admet une plus petite borne supérieure (plus petit majorant) b. On notera b = x1 V x4.
Dualement, E est un inf-demi-treillis si toute partie {x1,x2} admet une plus grande borne

inférieure (plus grand minorant) a = x1 N\ 3.

Définition 1.5. (Treillis)
On dit que l'ensemble (E, <) est un treillis, si a la fois (E, <) est sup-demi-treillis et inf-demi-

treillis.
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(a) (b)

Figure 1.3 : Diagrammes de Hasse pour deux ensembles ordonnés différents[DP02]

Exemple 1.4 :

Soit I’ensemble E = {0, a,b, c,d,e, f,g,h,i,j, T} muni de la relation d’ordre < dont le diagramme de
Hasse est montré sur la figure 1.3a. On est tenté a la premiére vue du diagramme, de dire que bV ¢ = i.
Or, ensemble des majorants de b et ¢ est égal & {T, h,i}. Comme cet ensemble des majorants de b et ¢ a
deux éléments minimaux distincts h et ¢, par conséquent bV ¢ n’existe pas. Il en découle que I’ensemble

E n’est pas un sup-demi-treillis, et par suite n’est pas un treillis.

Exemple 1.5 :
L’ensemble des intervalles de R ordonné par l’inclusion a une structure de treillis, ot la borne
supérieure (respectivement inférieure) est donnée par AV B = AU B (respectivement A A B = AN B)

avec I’ensemble vide comme plus petit sous-ensemble.

Définition 1.6. (Demi-treillis complet)
Un sup-demi-treillis complet (respectivement inf-demi-treillis complet) est un ensemble
E ordonné tel qu’il existe une plus petite borne supérieure (respectivement une plus grande borne

inférieure) pour tout sous-ensemble fini ou infini de E.

Définition 1.7. (Treillis complet)
Un ensemble (E, <) est dit complet s’il est, a la fois sup-demi-treillis complet et inf-demi-treillis

complet.

Exemple 1.6 :
Soit ’ensemble ordonné dont le diagramme de Hasse et donné dans la figure 1.3b. Cet ensemble

ordonné est un treillis complet.
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Remarque : Si £ muni des deux opérations V et A est un treillis complet, alors il existe un plus petit
élément (en anglais appelé bottom), noté £, et un plus grand élément (top), noté T'. L’élément e est
neutre pour V, il est aussi absorbant pour I'opération A, € A x = . Dualement, T est neutre pour A, il

est absorbant pour V, TVx =1T.

Définition 1.8. (Treillis distributif)
Un treillis E doté des deux opérations V et N est distributif si V distribue par rapport a A,
zV(yNz)=(xVy)A(xVz) et réciproquement, x A (yV z) = (x Ay)V (z A z).

Nous concluons cette partie par le résultat fondamental suivant :

Théoréme 1.9. Un sup-demi-treillis complet E est un treillis complet si et seulement si, il

admet un élément minimum.

Preuve : La démonstration est donnée par exemple dans [Men97].

1.3 Dioides et structures ordonnées

Dans cette partie, nous rappelons les fondements concernant les demi-anneaux idempotents
ou dioides, et nous montrons aussi le lien qui existe entre ces derniers et les structures ordonnées.
Les dioides apparaissent ainsi comme des demi-treillis. De plus, un dioide complet a la structure
d’un treillis complet.

Ce travail bibliographique concernant cette partie a été fait a partir des documents suivants
auxquels le lecteur pourra se référer : [BCOQ92|, [Gau92], [CG79], [Men97] et [Lho03]

1.3.1 Notions de base sur les dioides

Définition 1.10. (Monoide)
Un monoide (E, ®) est un ensemble doté d’une certaine loi de composition interne @ associative,

et possédant un élément neutre. Si cette loi est commutative, ce monoide est dit commutatif.

Définition 1.11. ( Monoide idempotent)
Un monoide (E,®) est dit idempotent si la loi & est commutative, associative et idempotente,
c’est-a-dire vérifie :

Va e E a®a=a

Définition 1.12. (Demi-anneau)
Un demi-anneau est un ensemble D muni de deux lois de compositions internes @ et ®, appelées

respectivement somme et produit tels que :
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1. (D, ®) est un monoide commutatif avec un élément neutre (zéro) noté .
2. (D,®) est un monoide dont I’élément neutre e est appelé identité 1.

3. La loi ® est distributive d gauche et a droite par rapport a la loi ®.
Va,b,c€D a® (b®c)=(a®b)d (a®c)
(adb)@c=(a®c)® (b®c)

4. Le zéro est absorbant pour le produit : Ya € D, a Qe =cQa=c¢

Si le produit ® est commutatif, (D, ®, ®) est un demi-anneau commutatif.

Définition 1.13. (Dioide)
Un dioide (D,®,®) est un demi-anneau tel que le monoide (D, ®) est idempotent.

Si la loi @ est commutative, alors le dioide (D, ®,®) est commutatif.

Exemple 1.7 :

e L’ensemble R U {—o0}, muni de & et ® qui correspondent respectivement & 'opération max et a
Paddition usuelle, est un dioide noté R,,,,. Classiquement, ce dioide est appelé algebre (max, +) avec
e=0et e=—o0.

e De méme, on définit algebre (min, +) comme un dioide (D U {—o0}, @, ®) dans lequel & coincide
avec opérateur min et £ = +00. L’algebre (min, +) est aussi appelée algebre tropicale.

Notons que les deux structures algébriques (max, +) et (min, +) sont commutatives.

1.3.2 Dioides comme structures ordonnées

Du fait que 'opération & a la propriété d’idempotence, il est possible de définir une relation

d’ordre sur un dioide comme suit :

Définition 1.14. Relation d’ordre dans un dioitde

Dans un dioide (D, ®,®), on définit la relation d’ordre < par :
a<b<=aPb=b<=a=aAb

On peut vérifier facilement les propriétés de réflexivité, d’antisymétrie et de transitivité. En
effet, puisque 'addition @ est idempotente, on a alors a = a®a < a, ce qui montre la réflexivité.
Considérons maintenant a < b et b < a, d’apres la définition précédente, on a a =b =a ® b,
d’ou antisymétrie. Pour la transitivité, il suffit de prendre a < b et b < ¢ et de montrer que
a < c. Pour cela, on sait queb=a@bet c=bdc,dotc=(adb)Gc=ad(bdc)=aPc.
On en déduit que a < c.

Théoréme 1.15. La relation d’ordre définie dans le dioide (D, ®,®) vérifie les propriétés suiv-

antes :

Lcertains auteurs appellent e unité
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1.a<b<= dceD,b=adc.

2. la relation d’ordre < est compatible avec les lois @ et ® de D
a<b=VceD,adc<bdc

a<b=—=VeeD,a®c<b®c

Preuve : Soit a < b et prenons ¢ = b, d’ou il est évident d’écrire b = a @ c¢. Réciproquement,
soit b=a®c

— adb=a®(a®c)=(a®a)Dc=adc=0>b,dou la propriété 1.

Nous démontrons maintenant la deuxieme propriété. Soit a, b et ¢ dans D. a < b est équivalent
ab=a®db Alors, b®c=(a@b)Dc=adbPc=a®cdDbDc=(adc)®(bdc), don
adbc<bDec.

De la méme fagon, b®c= (a®b) ®c=(a®@c) B (b®c),dota®c<b®ec.

La propriété de multiplication a gauche peut étre démontrée de la méme maniere. On peut
écriredonca <b=—=VeceD,ca<c®b

L]
Remarque :

1. La relation d’ordre d’un dioide est dite totale si et seulement si,

Va,beD,a<boub<a<=aPb=aoub.

2. Dans R4, la relation < coincide avec l'ordre usuel (1 < 3). En revanche, dans R,,;,, la relation

< est l'inverse de l'ordre usuel (3 < 1).

Définition 1.16. (Dioide complet)
Un dioide D est dit complet si, dans ce dioide, toute somme finie ou infinie d’éléments est définie

et telle que la distributivité (a droite et a gauche ) de & par rapport a & s’étende aux sommes
infinies. VA CD,VBCD etVbeD, ona:

(PBa)@b=Gaxbd

acA acA
b (Pa)=Pbxa
acA acA
On en déduit que
Boedy= D @ov)
acA beB (a,b)eAxB

Dans un dioide complet D, le plus grand élément (top) existe et est noté T'. Correspondant a

la somme de tous les éléments du dioide, on écrit alors 7' = € z. L’élément T' est absorbant
z€D
pour laloi &, Va e D, T ®a="T.
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Exemple 1.8 :

Les dioides suivants sont complets :

1. (RU{xoo}, max,+), T = +oo avec la convention (—oo) 4+ (+00) = (—o00). Ce dioide sera noté

Rmam .

2. Dualement, le dioide que 1’on notera par la suite R,,;, est le dioide (R U {£o00}, min, +), tel que
T = —o0 et (+00) + (—00) = (400)

On peut munir un dioide complet d’une borne inférieure dont la définition est donnée comme

suit :

Définition 1.17. (Plus grande borne inférieure)
Soit D un dioide complet, a, b € D. La plus grande borne inférieure de a et b existe et est
donnée par :

a/\b:\/{x|x§aeta¢§b} (1.1)

D’une maniére analogue, la plus grande borne inférieure d’une partie X de D est donnée par :

AX=\/{yeD|Vze X y<a} (1.2)

Remarquons que les ensembles & droite de 1.1 et 1.2 sont non vides puisque D admet € comme
minimum.

L’opération A est associative, commutative et idempotente et dont 1’élément neutre est T
(Va, T A a = a). Cette loi (A) fait du dioide (D, @, A) un treillis complet. Par conséquent, les

équivalences ci-dessous sont vérifiées :
a>b<=a=adb<=b=aAd (1.3)

En effet, le théoreme 4.28 dans [BCOQ92] montre que tout couple d’éléments a une plus petite
borne supérieure et ainsi que la relation d’idempotence de D induit une structure de sup-demi-
treillis sur D. Comme la loi @ est associative, commutative et idempotente, le théoreme 1.21 dans
[Men97] donne le méme résultat. Le sup-demi-treillis relatif & un dioide complet est également
complet car tout sous-ensemble non vide admet une plus petite borne supérieure. Comme un
dioide a un plus petit élément e, le théoreme 1.9 peut étre appliqué et ainsi, un dioide complet
est un treillis complet. D’ou, tous les résultats sur les treillis complets sont transposables sur

les dioides complets.

Définition 1.18. (Dioide distributif)
Un dioide (D, ®, ®) est distributif s’il est complet et si pour tout sous-ensemble C € D et Va € D

(/\ x)Da= /\(:L‘@a)

zeC zeC

on a .
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et

(/\m)@a: /\(x@a)

zeC zeC

L’introduction de la borne inférieure souleve la question du comportement mutuel entre & et
A. En fait, si le dioide n’est pas distributif, et si les applications z +— z @ a et x — x A a sont
isotones, les inéquations suivantes sont toujours vérifiées :

(anb)dc<(a®c)N(bBc) sous-distributivité

(adb)Aec>(ane)d (bAc) sur-distributivité

Rappelons qu’un treillis est distributif si les deux relations précédentes sont des égalités (1.8).

1.3.3 Dioides des matrices

Soit un dioide D des “scalaires”. Nous considérons ’ensemble des matrices carrées de di-
mensions n X n dont les éléments appartiennent a D. On définit alors (D"*", @, ®) comme un
dioide matriciel, avec I’élément neutre (zéro) pour @ sous la forme d’une matrice dont tous les
coefficients A;; = €. Le produit ® a également un élément neutre (identité) noté Ip composé de
la maniere suivante :

ii=
Ay = e s 7,
e sii#j.
Si D est complet alors D™*™ ’est aussi.

Opérations sur les matrices

La somme et le produit des matrices de dimensions appropriées, se présentent généralement de

la maniere suivante :

VA € anq,VB € D"*4 (A ® B)Zj = Az‘j ® Bij

n
VAeD™ VB eDP  (A® B); =D A ® By;
k=1

Dans 'algebre (min, +), les deux opérations sont définies comme suit :

(A A B)Z_] = Aij A Bij

(A© B)ij = /\ Air © By,
k=1

L’opérateur ® est utilisé pour désigner un produit dans ’algebre (min, +).

Exemple 1.9 :

Nous donnons ici un exemple d’un produit et une somme de deux matrices carrées dans ’algebre

(max, +)
A:<3 7) B:<1 6)
4 5 2 8
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AGB - < max[3,1] maz|7,6] ) _ ( 3 7 >
maz[4,2] mazx[5,8] 4 8

A9B - maz[3+1,7+2] mazx[3+6,7+8 \ [ 9 15
maz[4+ 1,5+ 2] maz[d+ 6,5+ §] 7 13

On peut définir la multiplication d’une matrice A par une constante « :
(Oz@A)ij :CB®AZ‘J‘ :Oé—i-Aij

En général, la multiplication des matrices dans D"*™ n’est pas commutative, méme si (D, ®, ®)
est commutative. D"*" est distributif si D l'est. A > B dans D"*" & {A4;; > B;j dans D, i=
l,--,n, j=1,---,n}

1.4 Eléments de la théorie de la résiduation

La résolution de problemes qui se résument a I'inversion d’applications dans 1’algebre usuelle,
est souvent réalisée grace a la propriété de bijection de ces applications. En effet, si f une ap-
plication bijective définie sur R,Z, - -, on peut définir une application inverse notée f~'. En
revanche, si on considére une application II définie sur un dioide, et comme les opérateurs &

et ® ne sont pas inversibles alors, IT71

ne peut pas étre toujours définie directement. C’est
dans ce contexte que la théorie de la résiduation intervient comme une alternative & la notion
d’inversibilité. Cette théorie concerne uniquement les applications monotones définies sur des

ensembles ordonnés.

Apres introduction des définitions de base sur la monotonie, les homomorphismes, et la
semi-continuité, nous exposerons un ensemble de résultats importants issus de cette théorie.
Une exploitation directe de ces résultats va nous permettre d’étudier (existence et calcul) la plus

petite et la plus grande solution respectivement des inéquations suivantes :
r < Il(x) (1.4)
I(z) <=z (1.5)
Le lecteur pourra trouver des études détaillées sur les notions de la résiduation dans : [BJ72],
[BCOQI2|, [CGQIY], [Cot99] et [Men9T].
1.4.1 Homomorphismes de dioides, isotonie et continuité

Définition 1.19. (Isotonie, antitonie)

Soit II une application définie sur des ensembles ordonnés 11 : B — F.
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II est dite isotone si :

Ve,ye B, w<y = M(z)<I(y)

II est dite antitone si :

Ve,ye B, z<y = Il(z)>TI(y)

Remarque : Une application est dite monotone si elle est isotone ou antitone.

Définition 1.20. (Homomorphisme)

Une application I1 définie d’un dioide D vers un dioide C est un homomorphisme si Vx,y € D
Mz dy) =1(z) ®I(y) et Il(e) =¢ (1.6)
Mzey)=1(z) @II(y) et Il(e) =e (1.7)

Notons que chaque application qui vérifie la propriété 1.6 sera appelée ®-morphisme. Aussi, une
application qui ne vérifie que la propriété 1.7 sera appelée ®-morphisme. Un homomorphisme

est donc @-morphisme et ®-morphisme.

Remarque : Si 'application IT est un é&-morphisme, alors IT est forcément isotone. En effet, soit = < y,
dotz@®y=yetll(zDy) =U(y) =(z) & I(y). Dol le résultat II(z) < I(y).

Dualement, soit IT est un A-morphisme. Si z <y, alors II(x A y) = II(z) = II(x) AII(y). On en déduit
que II(z) < T(y), d’ot II est isotone.

<&

La réciproque est cependant fausse comme le montre le lemme suivant. La démonstration

permet de mieux saisir ces équivalences.

Lemme 1.21. [BCOQ92]
Soit II une application d’un dioide D dans un autre dioide C. Alors les propositions suivantes

sont équivalentes :
1. L’application 11 est isotone.
2. L’application 11 est ®-supermorphisme, c’est a dire :

Ve,y €D,  I(zoy) = T(z) @ I(y)

3. Si la borne inférieure existe dans D et C, Il est un A-sousmorphisme, c’est a dire :

Ve,y € D, I(zAy) <I(x)A1(y)
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Preuve :

(1 < 2) Supposons que II est isotone. Puisque z et y sont inférieurs a z @ y, alors, II(x) et II(y)
ainsi que leur borne supérieure II(x) @ II(y) sont inférieurs a II(z @ y).

Inversement, soit y < x, ou de facon équivalente, x = z @ y. Alors, II(z) = II(x ® y) >
II(z) @ I(y), ce qui montre que II(y) < II(z), d’ou II est isotone. Alors, les deux points 1 et 2
sont équivalents.

(1 & 3) Soit II isotone. Puisque z et y sont supérieurs & x A y, alors, II(x) et II(y) ainsi que
leur borne inférieure (supposée existante) II(z) A II(y) sont supérieurs a II(x A y).

Inversement, soit y > z, ou de fagon équivalente, z = zAy. Alors, II(z) = II(zAy) < II(z)AI(y),
ce qui montre que II(y) > II(x), d’ou II est isotone. D’ou ’équivalence entre les deux points 1
et 3.

[]

Remarque : Si D est une chaine, z & y est égal & x ou y. Par conséquent, II(z & y) est égal & II(x) ou
TI(y). SiII est isotone, on peut appliquer le lemme 1.21 et donc II(z & y) = II(z) @ I(y), et donc IT est
@-morphisme dans ce cas.

Dualement, IT est A-morphisme.

Définition 1.22. (Semi-continuité inférieurement)
Une application Il d’un dioide complet D dans un dioide complet C est semi-continue inférieurement,

en abrégé S.C.1. si, pour tout sous ensemble (fini ou infini) X de D,

(P =) = P (=) (1.8)

zeX zeX

Définition 1.23. (Semi-continuité supérieurement)
Une application 11 d’un dioide complet D dans un dioide complet C est semi-continue supérieurement,

en abrégé S.C.S. si, pour tout sous ensemble (fini ou infini) X de D,

(A =)= /\ ) (1.9)

zeX reX

Nous remarquons que toute application S.C.I. (respectivement S.C.S.) est un @-morphisme (re-
spectivement est un A-morpisme) et donc un @-supermorphisme (respectivement un A-sousmorphisme).

D’apres le lemme 1.21, IT est isotone.

1.4.2 Applications résiduables et dualement résiduables

Nous considérons d’abord des ensembles ordonnés.
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Définition 1.24. Application résiduable

Soit I1 une application isotone définie d’un ensemble ordonné (D, <) dans un ensemble ordonné
(C,<). L’application 11 est dite résiduable, si pour touty € C I’équation I1(x) < y admet une plus
grande solution dans D. L’application résiduée II* est définie par TI%(y) = @{z € D | O(z) < y}.

La définition duale est donnée comme suit :

Définition 1.25. Application dualement résiduable
Soit II une application isotone définie d’un ensemble ordonné (D, <) dans un ensemble ordonné
(C,<). L’application 11 est dite dualement résiduable, si pour tout y € C ’équation Il(x) > y

admet une plus petite solution dans D. L’application résiduée duale II° est définie par H"(y) =
Nz € D |1(z) > y}.

Les démonstrations de I’ensemble des théoremes 1.26, 1.27, 1.28 et 1.29 sont exposées en détail
dans : [BJ72], [BCOQ92], [CGQI8| et [Men97].

Théoréme 1.26. Soit II une application isotone de (D, <) dans (C,<).

Alors sont équivalents :
1. Dapplication 11 est résiduable.
2. 1l existe une application II* de C dans D isotone telle que
Holl < Ip avec I¢ identité de C (1.10)
I o I1 > Ip avec Ip identité de D (1.11)
Le théoreme 1.27 dual relatif & I’application dualement résiduable est le suivant.
Théoreme 1.27. Soit II une application isotone de (D, <) dans (C,<). Sont équivalents :
1. Uapplication 11 est dualement résiduable.

2. Il existe une application I de C dans D isotone telle que
Moll’ > Ip avec I¢ identité de C (1.12)
oIl < Ip avec Ip identité de D (1.13)

Unicité de II* et I’
Du fait que Papplication II est résiduable, cela implique que Papplication IT est unique. Ceci
peut étre montré par ’absurde en considérant qu’il existe une autre application ¥ qui satisfait

le point 2 du théoreme 1.26. Nous constatons alors que :

I =Ipollf < (Woll)oll* = Wo(IloIl) < Wolp =T
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U=IpoV < (IFoll) oW =10 (Ilo W) < II¥o I = II*

= U =1
De facon similaire, on peut montrer que lorsque II est dualement résiduable, Papplication IT” est
unique.

Les théorémes 1.28 et 1.29 suivants consideérent des dioides.

Théoreme 1.28. Soit Il une application isotone d’un dioide complet D dans un dioide complet

C. Sont équivalents :
1. Uapplication I1 est résiduable.
2. Il est S.C.1. et I(e) = ¢
Le théoreme dual de 1.28 est le suivant.

Théoreme 1.29. Soit I une application isotone d’un dioide complet D dans un dioide complet

C. Sont équivalents :
1. II est une application dualement résiduable.
2. Il est S.C.S. et I(T)=T

Le théoreme suivant donne quelques propriétés existant entre des applications résiduables et

leurs résiduées ainsi que pour les applications dualement résiduables et leurs résiduées duales.

Théoréme 1.30. [BCOQI92]

1. Si les deux applications I1 : D — D et & : D — D sont résiduables avec N\ existe dans un

dioide complet D, alors I1 & ® est résiduable

(II ® ®)F = I1* A OF (1.14)

2. Si les deuz applications I1 : D — D et ® : D — D sont dualement résiduables avec N\ existe

dans un dioide complet D, alors IT A @ est aussi dualement résiduable

(IIA D) =11 ¢ ° (1.15)

1.4.2.1 Résiduation de ’addition et de la multiplication

Les applications 7T, (translation), L, (multiplication a gauche) et R, (multiplication a droite)

sur un dioide D complet sont définies comme suit :
T, : z—adzx (1.16)

L, : r—a®x (1.17)



22 CHAPITRE 1. Outils algébriques

R, : z—z®a (1.18)

Les références [BJ72], [BCOQ92] et [Gau92| proposent plus de détails sur les propriétés rel-

atives aux applications : Lg, Rg et Tg.

Le fait que le dioide D soit complet implique que les applications L, et R, sont semi-continues
inférieurement (distributivité de ® & gauche et a droite sur @ pour des ensembles finis ou infinis).
En outre, comme ¢ est absorbant pour ®, alors L,(¢) =a®e =¢c et Ry(e) =e®a =e. D’apres
le théoreme 1.28, les applications L, et R, sont résiduables. On peut donc considérer Lg et Rg

les applications résiduées respectivement de L, et R, qui sont définies par :

L) = Pfz | La(x) =a @ < b} = a\b

R (b) Z@{x | Ry(z) =x®a < b} =

a/b

gl o<

A Topposé, T, n’est pas en général résiduable car la condition T;(g) n’est pas vérifiée (sauf
pour a = ¢). Cependant, si le dioide D est distributif, alors 'application T, est semi-continue
supérieurement. De plus, T,(T) = a®T = T, d’ou T}, est dualement résiduée. La résiduée duale
de T, est donnée par :

To(b) = \{z| Tu(x) =a® z > b}

le théoreme qui suit regroupe un ensemble de propriétés concernant les applications L, et

R, qui seront utiles dans la suite de ce mémoire.

Théoréme 1.31.

a\(x ANy) =a\z ANa\y f1 (xANy)/a=z/aNy/a

a\(z®y) > a\z ®a\y 1.2 (z@y)/a>z/ady/a

(a®b)\z =a\z ANb\z 13 z/(a®b)=x/aNx/b

(aAb\z > a\z & b\z F.4 z/(aNb) > x/a® /b
a(a\z) < z 1.5 z/a)a < x

a\(az) > z 7.6
a(a\(az)) = az 77
a\(a(@\®) =\ f8
(@)\e = b\(a\z)  [.9 2/(ba) = (¢/a) /b
(a\a)/b=a\(w/b) 10 D\(z/a) = (W\a)/a
ba\e) < (a/b)\e [l (x/a)b < x/(D\a)
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(a\x)b < a\(xd) f12 b(z/a) < (bx)/a
(a\z) ® b < a\(z @ ab) f13 (x/a)®b < (x®ba)/a
Dans le dioide R,,qz, on peut noter que dans le cas ol deux éléments d’un dioide a et b sont
scalaires et finis, alors une résiduation & gauche a\b ou a droite b/a se résume a une soustraction

dans I’algebre usuelle b — a. Néanmoins, ceci ne couvre pas les cas avec a ou b infini. Les regles

de manipulation sont données comme suit :

a\b=>b—a siaetbsont finis

a\T =T pour tout a
a\e =¢ pour tout a fini
e\a=T pour tout a
T\a=¢ pour a # T
Remarquons aussi que T'® € = ¢ = —oo alors que e\e = T.

On note que ces regles sont valables aussi dans le cas ou ’on a une résiduation a droite /. Il en
résulte les mémes regles d’opérations dans le dioide R,,;, avec € = +00 et T' = —e¢.
On peut étendre la relation a\b = b — a aux valeurs infinies si ’on prend la convention

+00 — 00 = +00

1.4.2.2 Résiduation dans le cas matriciel

Tous les résultats et propriétés présentés précédemment restent valables dans le cas matriciel
a condition que les dimensions des matrices soient compatibles. On considere 'application L 4

donnée par
Ly: DP*1 — D"*4

X = A®X (AeDrxp)

Théoréme 1.32. Soit B € D"*9. La plus grande solution de Ax < B est la matrice L%(B) €
DP*4, que l’on peut noter Aé = A\B.

(A\B)ij = /\ Axi\By;
k=1

Preuve : Les propositions suivantes sont équivalentes :
A® X <B

(A® X)p; = @(AkiXij) < By; Vk € [1,n],Vj € [1,q]
AwiXiy < By | Vke[LnlVj e [La,Vi€l,p)

Xij < Api\By;

X5 < J\l Api\Br;  Vj€[l,q],Vi€ [l p]

hS]
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De méme pour 'application

Ry: DP" —  Daxp
X — XA (AeDvP)

Soit B € D?*P_ alors :

P
(B/A)i; = /\ Bix/Ajk
k=1
Remarque : Nous remarquons d'une part que (A\B);; = A Ari\Brj = A (Brj — Ari) = N (Bi; +
k=1 k=1 k=1

n
(—AL)) avec A" la transposée de A et la convention ci-dessus. D’autre part, (A® B);; = A © By =
k=1

n
N Air + By, d’ou le résultat suivant :
k=1

A\B=(-AYoB
De la méme maniere, on peut vérifier que :

A\'B=(-A")®B

o
1.5 Théorie du point fixe
1.5.1 Propriétés des équations de type point fixe
On s’interesse dans cette partie a I’étude de la résolution des équations au point fixe
suivantes :
II(z) =« (1.19)
I(z) <z (1.20)
I(z) >z (1.21)

avec II une application isotone de D vers D.
Les principaux résultats proposés ici, proviennent des références suivantes : [KG94], [KG95], et
[BCOQ92].

Soient les sous ensembles suivants :

En={z|(z)=2}, Unp={z|Uz) <z}, Lg={z]|l(z)>z} (1.22)

Le théoreme suivant de Knaster et Tarski montre que chaque application définie sur un treillis
complet a un plus petit point fixe et un plus grand point fixe sous condition d’isotonie. Comme
un dioide complet a une structure de treillis complet, les résultats énoncés dans ce théoreme

1.33 s’appliquent aussi dans le cas ou D est un dioide complet.
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Théoréme 1.33. [KG9//

Soit une application Il : D — D isotone tel que (D, <) est un treillis complet. Alors on a

1. infEnp € Eny et infEn =infUn
2. supkn € En et supEn = supLn

Preuve : Comme D est un treillis complet, supD € D. La définition du suprémal entraine que
[I(supD) < supD, c’est-a-dire supD € Uy, ce qui implique que Uy est non vide. Aussi, puisque
D est un treillis complet, alors infU € D. On a par définition Fp C Up. Par conséquent
infUn < infEn. Il reste & montrer que infEn < infUn. Pour cela, il suffit de montrer que
infUn est un point fixe de IT (II(infUr) = infUr) puisque infEr est le plus petit point fixe
de II.
D’une part, par définition on a in fUn < z pour tout z € Uy. L’isotonie de II donne II(infUr) <
I1(z) pour tout z € Upy. On a aussi I1(z) < z qui montre que II(infUy) < z pour tout z € Uy,
d’oul

I(infUn) < infUn
On déduit par l'isotonie de II que II(II(infUr)) < II(infUn). D’apres la définition de Ur, on a
donc I(infUy) € Uyp. La définition du infimum implique :

infUn < I(infUn)

D’ou le résultat donné dans le premier point du théoreme. La démonstration du point 2 du

théoreme est le dual du point 1.
[]

Nous définissons TI¥ comme suit TT¥ = oIl o--- oIl avec II° = Ip et nous introduisons les
—_—
kfois

= pu* m, = A\ 1 (1.23)

keN keN

notations suivantes :

[13 ” 13 7

avec 'opérateur “x” est appelé étoile de Kleene. Un autre opérateur noté “+ 7 dérivé de “

est défini par :

“+o00 “+o00
ot =gt = A\ (1.24)
k=1 k=1

Théoréme 1.34. [BCOQI92] Soit D un dioide complet.
1. Soient deux applications I et W. Si Il > W, alors Uy C Uy.

2. Si C € Un, alors N\ x € Un; autrement dit, ’ensemble Uy muni de la relation d’ordre
zeC
induit par D est un inf-demi-treillis complet ayant la méme opération N que D. De plus,
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T € Un. Par conséquent (par le théoréme 1.9), Un est aussi un treillis complet, mais
lopération qui donne le mazimum n’a pas besoin d’étre identique a celle de D et est
notée .

3. Sill est S.C.I., alors C C Uy implique @ x € Ur; autrement dit, l'ensemble Uy muni de
zeC
la relation d’ordre induit par D est un sup-demi-treillis complet ayant la méme opération
@ que D.
4. La proposition 3 est vraie aussi pour Err.
5. En général, Ug = Un~ = En+. Autrement dit,
Mz) <z e II'(z) <z eI (z) =2 (1.25)
6. SiIl est S.C.1., alors Uy = IT*(D). Le plus petit élément est 11*(e) qui appartient aussi a

Er. Ainsi, il est aussi le plus petit élément pour ce sous ensemble.

Le lecteur intéressé par la démonstration complete de ce théoréme pourra consulter [BCOQ92].

Le théoréme suivant est le dual au théoréme 1.34.

Théoréeme 1.35.

1.

2.

Si Il > W, alors Ly C Ly

Si C € Ly, alors @ x € Lyi; autrement dit, l’ensemble Ly muni de la relation d’ordre
zeC
mnduit par D est un sup-demi-treillis complet ayant la méme opération & que D. De plus,

e € Lig. Par conséquent (par le théoréme 1.9), Ly est aussi un treillis complet, mais
lopération qui donne le minimum n’a pas besoin d’étre identique a celle de D et est

notée A.

SiIl est S.C.S., alors C C Lyt implique )\ x € Lyi; autrement dit, ’ensemble Ly muni de
zeC
la relation d’ordre induit par D est un inf-demi-treillis complet ayant la méme opération

A que D.

. La proposition 3 est vraie aussi pour Er

En général, Ly1 = L+ = Eqp

Si Il est S.C.S., alors Ly = I1.(D). Le plus grand élément est I1.(T') qui appartient aussi

a Er. Ainsi, il est aussi le plus grand élément pour ce sous ensemble.
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Application a la résolution des équations linéaires dans les dioides

Les deux corollaires suivants se déduisent des théoremes 1.34 et 1.35. Il suffit de remarquer que
Iapplication £ — A ® x @& B est S.C.I. et d’appliquer alors le point 6 du théoreme 1.34. De
meéme, application  — A®xzAB est S.C.S., d’ou on peut appliquer le point 6 du théoreme 1.35.

Corollaire 1.36. Soit A et B deuzx matrices dans un dioide complet. Nous considérons l’équation

r=A®Rx®B et l'inéquation
r>ARx®B
Les deux équations admettent A* @ B comme plus petite solution et chaque solution x vérifie

r=A"QRx. Lélément T est la plus grande solution de l’inéquation.

Corollaire 1.37. Soit A et B deux matrices dans un dioide complet et soit l’équation

r=AQ®zA B et l'inéquation
r<AGzAB
Les deuz équations admettent A, @ B comme plus grande solution et chaque solution x vérifie

= A, ©x. Lélément € est la plus petite solution de l'inéquation.

Le théoreme suivant fournit une méthode de calcul du plus petit et plus grand point fixe sous
certaines conditions. Notons aussi que ce résultat généralise les points 6 des théoremes 1.34 et

1.35 en raison de la définition moins stricte de la semi-continuité que nous présentons.

Définition 1.38. [KG95]
Soit un ensemble ordonné (E,<). Une application 11 : E — E est dite semi-continue inférieurement

sur chaine si pour toute chaine croissante {y;,i > 0} C E :

m(\/ v:) =\/ T(w)

i>0 i>0

FElle est dite semi-continue supérieurement sur chaine si pour toute chaine décroissante {y;,i >

0} CE:
(A vi) = \ T(w)

i>0 i>0

Théoréme 1.39. [KG94/
Soit (E, <) un treillis complet et Il : E — E une application. Alors on a :

1. si 1l est semi-continue inférieurement sur chaine, alors infEmn = II*(infEr),

2. si Il est semi-continue supérieurement sur chaine, alors supErm = Il (supEry).
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Preuve : Pour cette démonstration, on pose infFEr = xg. Dans un premier temps, on mon-
tre que {IT*(zp),7 > 0} est une chaine croissante. Comme l’application IT est semi-continue
inférieurement sur chaine, alors elle est isotone. Par conséquent, infFEr € Er d’aprés le théoréeme
1.33. On sait que :

Ho(l‘o) = X0 S H(CL‘()) = Hl(l‘o)

Par conséquent, Iisotonie de II implique que IT¢(xg) < II**+!(xq) pour chaque i > 0.
Dans un deuxiéme temps, on prouve que II*(xg) est un point fixe (c’est-a-dire II(IT*(zg)) =
1" (z)).

I(II*(z0)) = H(E>Boﬂi(xo))

= @I (xg)) (car IT est semi-continue inférieurement sur chaine)
i>0

= @' (x))

i>1

- @ (I'(z0))  (puisque II°(wo) = zo < II*(wp))

= II*(zo)

On montre maintenant que IT*(x) est la plus petite solution, autrement dit IT*(x¢) < y pour

tout y € Er1. Soit y € Fy, par définition on a xg < y. Comme II est isotone, x, < y implique :
Vi > 0,II%(z) < Ii(y) = y du fait que y est un point fixe

On conclut que IT*(xq) = @@ I (z0)) < y.
i>0
La démonstration du deuxieme point est analogue (duale) a celle faite pour le point 1.

[]

1.5.2 Un algorithme de calcul du point fixe

Dans cette partie, nous allons présenter un algorithme itératif classique [MD92], [Wal95] et
[WB98| qui permet de calculer efficacement la plus grand solution de 1’équation de type point

fixe suivante : z < f(x)

Définition 1.40. Une contrainte bornant par dessus (CBD) est une inéquation linéaire qui se
met sous la forme : xp < a1x1 ® aoxs ® - - anxy. Dans un systéme qui contient n variables
{z1,29, - ,2n} et m CBD, la iéme CBD a la forme:

n
T < @aij ®xj Db (1.26)
j=1

la variable x; est appelée variable cible.
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Remarque : Dans le systeme 1.26 donné dans la définition 1.40, 'indice ¢ prend des valeurs allant de 1
a m. Plusieurs CBD peuvent avoir alors la méme variable cible z;.

o

L’algorithme général de Mc Millan et Dill (MD) opére sur un systéme d’inéquations CBD dont

la forme est donnée par 1.26. Nous donnons maintenant cet algorithme.

Algorithme général de Mc Millan et Dill (MD) :
Début

Initialisation : V¢ allant de 1 an, x; < T

Répéter tant que les valeurs de x; ne sont pas constantes
n

Pour chaque contrainte z; < €@ a;; ® x; O b;, faire :

Jj=0
n n
Six; > @aij@)xj@bi, alors €T @aij®xj@bi
j=0 Jj=0
Ecrire les valeurs de x;
Fin

Pour bien expliquer le fonctionnement de I'algorithme général MD, nous donnons I'exemple

suivant d’un systeme d’inéquations 1.27 dont nous cherchons la solution maximale.

1 <9
1 < X9
o <w3®T (1.27)
x3 < (21 —2)® (z2 — 1)
[ Z3 <10

Le tableau suivant regroupe toutes les valeurs données par ’algorithme MD dans chaque

itération.
k=0 | k=1 | k=2 | k=3 | k=4 | k=5 | k=6
x| T 9 9 9 9 8 7
zo | T T 10 9 8 7 7
x3 | T 10 9 8 7 6 6

Dans I'exemple du systeme 1.27, nous pouvons remarquer que la convergence dépend des
valeurs des constantes a;; liées a chaque contrainte et du nombre des variables constituant le
systeme n = 3. En général, la complexité de I’algorithme MD est pseudo-polynomial [MD92].
Cet algorithme présente des limitations [Wal95]. En effet, ’algorithme MD pose des problemes de
démarrage car dans certains cas, la solution finale fournie reste bloquée a sa valeur d’initialisation
T. Ensuite, cet algorithme pose un probleme de convergence dans sa version de base. En effet,

si une des solution est égale a ¢ = —oo le nombre d’itérations tend vers l'infini.
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L’algorithme de Mc Millan et Dill peut étre globalisé sous la forme plus concise suivante,
parfois appelé algorithme de Kleene. Le terme f(z) désigne ici une fonction (min, max, +).
Début
Initialisation : Vi allant de 1 an, xz; < T
Tant que xp1 # xg

Tpy1 < ok A fg)
Ecrire les valeurs de z;
Fin

1.6 Fonctions topicales et théorie spectrale

Dans cette derniere partie, nous donnons des notions de base concernant les fonctions top-
icales, les fonctions (min, max, +) et la théorie spectrale relatives a ces fonctions. Le vecteur
spectral sera en particulier utilisé ultérieurement. Pour plus d’informations, le lecteur pourra se
référer aux documents suivants : [CTCGT98|, [GGI8b], [GGIY9], [BMO03], [Gav02], [Woul1] et
[WS03]. Rappelons que dans le cadre de 1’étude des fonctions topicales, on se place dans R qui

n’est pas un treillis complet.

1.6.1 Fonctions topicales

Dorénavant, un vecteur dans R" sera noté x, et x; représentera la i-eme composante du
vecteur x.
Notons ici qu’on peut utiliser un vecteur et un scalaire dans la méme formule : il suffit d’appliquer
une opération ou relation scalaire sur chacune des composantes du vecteur. Par exemple, x 4+ h
avec x vecteur et h scalaire veut dire qu’on ajoute h sur toutes les composantes x;. Par similarité,

x < h est équivalent a x; < h pour tout 1 < i <n.
Définition 1.41. Soit x € R™, nous définissons le sup t et le min b d’un vecteur x comme
suit :

tx)=z1Dxy--- Dy

b(x) =xzi Nzg--- Ny
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Le formulaire suivant donne des relations élémentaires que vérifient les fonctions t et b. Son

exploitation permet d’établir la proposition 1.43.

blz) = —t(—x)
x < t(z)

t(Ax) = M(z) si A>0

tlx) < ty) siz<y
t(x+h) = t(x)+h (1.28)
tlx+y) < tx)+t(y)
teoy) = ) Di(y)
tlxhy) < t(z) At(y)
[tz) | = tz)®—b(z)

La notation || x || fait référence a la norme [, définie dans R™ par :
fzl=lzllelzle.el
Les définitions suivantes permettent de caractériser les fonctions topicales.

Définition 1.42. Soit F et z,y € R" et h € R.

le Monotonie: si x <y alors F(z) < F(y) (M).
2¢ Homogénéité: F(x+ h) = F(x)+h (H).
3e Non expansivité de F : ||F(z) — F(y)|| < ||z — y|| (N).

4e Non expansivité de t: t(F(x) — F(y
5e Non contractivité de b: b(F(x) — F

) <tz —y) (T).
(¥)) 2 b(z —y) (B).
Proposition 1.43. [GK95]

Soit F': R™ — R"™, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) F vérifie (H) et (M)

(13) F vérifie (H) et (N)

(1i1) F vérifie (B)

(iv) F vérifie (T)

Définition 1.44. Fonctions topicales
Une fonction F : R™ — R™ est dite topicale si elle vérifie les propriétés d’homogéneité (H) et
de monotonie (M).

L’ensemble des fonctions topicales de R™ — R"™ sera noté T, (R",R").

A partir de la définition 1.44 et de la proposition 1.43, on peut donc dire qu'une fonction
F :R"™ — R" est topicale si elle vérifie 'une des propriétés de la proposition 1.43.
Le calcul du temps de cycle d’'une fonction topicale est donné par la définition suivante. Si le
systeme peut étre modélisé par une unique fonction F' : R™ — R", le vecteur spectral ou temps

de cycle donnera une image de sa performance.
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Définition 1.45. Vecteur spectral ou temps de cycle d’une fonction topicale
Soit une fonction topicale F : R™ — R™ vérifiant (N). Le vecteur spectral ou temps de cycle de

F, noté x(F) € R", s’il existe, est défini par :

X(F) = lim FH(x)

1.29
k—+o00 k ( )

Notons que le temps de cycle est un vecteur. L’appellation vecteur spectral ou vecteur temps

de cycle est ainsi plus explicite. Cette remarque sera exploitée dans le chapitre 3 sur la vivacité.

Remarque : La limite n’existe pas toujours et un probléme ouvert est de caractériser les fonctions

topicales pour qui elle existe.

Définition 1.46. Soit une fonction topicale F' : R™ — R™ et x € R™. On dit que = est un
vecteur propre de F, si F(x) = x + h pour h € R. On dit aussi que = est un point périodique de

F de période p, si x est un vecteur propre de FP, mais pas de F* pour tout 0 < k < p.

La définition suivante généralise la d-cyclicité des matrices (max, +).

Définition 1.47. Le couple (n,v) € (R™)? est un régime affine ultime pour F, s’il eviste un

entier K tel que :

VkE> K, Flv+kn)=v+ (k+1)n

Lemme 1.48. [CTO01]

k
Soit une fonction topicale F : R™ — R"™ satisfaisant (N). Si klim Fk(@ existe quelque part
——+o00

alors elle existe partout et a une valeur unique.

Proposition 1.49. [CT01]
Si une fonction topicale posséde un wvecteur propre, alors le vecteur spectral existe et il est

mndépendant du vecteur propre.

Preuve : Supposons que f est une fonction topicale possédant un vecteur propre tel que :
F(z) = x + h. Par itération, nous arrivons a F*(x) = x + k.h. De la (kgrfw %kkh = h), x(F)
existe et x(F') = h. Cela veut dire que chaque composante de x(F) a la méme valeur h. Or le
lemme 1.48 stipule que cette valeur est unique. Elle est donc indépendante du choix du vecteur

propre.
[]

Nous définissons maintenant les fonctions de type (min, max, +) qui font partie des fonctions

topicales.
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1.6.2 Fonctions (min, max, +)
1.6.2.1 Définitions

Définition 1.50. Fonction (min, maz, +) de type (n,1)
Une fonction (min, max, +) de type (n,1) est une fonction f : R™ — RY, qui peut étre écrite

comme un mot dans la grammaire suivante :

f=x,20,cxn | fral| fAfIfDS (1.30)

ot a est un réel arbitraire (a € R)

Les barres verticales séparent la construction récursive des termes. Cela signifie qu’on construit
une fonction (min, max, +) f : R™ — R! en appliquant un nombre fini d’opérations max et

min sur chaque composante de la forme z; +aoul <i<mnetaé€lR.

Définition 1.51. Fonction (min, maz, +) de type (n,m)
Une fonction (min, max, +) de type (n,m) est toute fonction F' : R™ — R™, telle que chaque

composante F; est une fonction (min, maz, +) de type (n,1).

L’ensemble des fonctions (min,max, +) de type (n,m) sera noté D*(n,m) ou D*.
Les fonctions (min, max, +) de type (n,m) comprennent des applications max-plus linéaires

sous la forme :

gi(x) = P (Ay + =)

1<j<n
Par dualité, nous pouvons définir des applications min-plus linéaires qui sont incluses dans les
fonctions (min, max, +) de type (n,m) :
hi(z) =\ (Bij+ ;)
1<j<n
Les matrices A et B sont deux matrices de dimensions (n x n). Les éléments de A appartiennent
a RU{—o0}. En revanche, les coefficients de B sont dans R U {+00}.

Exemple 1.10 :

Nous considérons trois fonctions F*, F? et F® dans D*(2,2) définies par:

Fl(z1,20) =21 +2 FE(xy,m0) = 21 + 2 FP(xy,m0) = 29 — 2

Fi(z1,22) =22+ 3 F2(z1,29) =11 + 4 F3(z1,22) = (x2 + 3) A (21 + 4)
Si une fonction est a la fois max-plus et min-plus, alors elle est dite simple. Pour que F' €
D*(n,m) soit simple, il faut que chaque composante F; soit simple. Par exemple, les fonctions
Fl et F? sont simples. De plus, F est min-plus (min-seulement) et F!' & F? est max-plus
(max-seulement).
Si maintenant F' € D*(n,m) telle que chaque F; est max-plus ou min-plus, alors F' est dite

séparée. Ainsi, (F'' A F?) @ F3 est séparée.
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1.6.2.2 Vecteur propre et point fixe des fonctions (min, max,+)

Nous présentons maintenant les propriétés relatives au vecteur spectral [CTCG™ 98], [CT01],
[GGI9], [Gun94a] et [GK9I5].

Tous les résultats suivants se basent sur le vecteur spectral et nécessitent ainsi qu’il existe

toujours. Le corollaire suivant leve toute ambiguité sur ce point.

Corollaire 1.52. [CTGGY9] Chaque fonction dans D*(R™,R™) a un vecteur spectral. De plus,
xX(F) =, pour chaque régime affine ultime (n,v) € (R")? de F.

Les résultats qui seront donnés par la suite nécessitent 'introduction de la représentation

rectangulaire des fonctions (min, max, +).

Définition 1.53. Maz-représentation Soit F' € D*(n,m). Un sous-ensemble S C D*(n,m)

est appelé max-représentation de F' si S est un ensemble fini de fonctions (mazx, +) tel que :

F(z)= N\ H(x) (1.31)

HesS

Dualement, on appelle un sous-ensemble T" min-représentation de F' si T" est un ensemble fini de
fonctions (min, +) tel que :
F(z) = @ G() (1.32)
GeT
Supposons que x(F') existe et soit H € S, FF < H. En appliquant la propriété de monotonie
(M), x(F) < x(H). La max-représentation permet d’évaluer une borne supérieure du vecteur
temps de cycle. Il est donné par :
X(F) < N\ x(H) (1.33)
HeS
Or, une fonction donnée de type (min, max, +) admet plusieurs max-représentations. On
aboutit donc par 'application de 1.33 a différentes bornes supérieures du vecteur temps de cycle
correspondant a cette fonction. Il est donc nécessaire de considérer ’ensemble des représentations
(max, +) possibles. C’est ce que fait la rectangularisation suivante.
Tout d’abord, on constate que I’ensemble des fonctions (min, max, +) D*(n,m), admet aussi

comine représentation :

D*(n,m) = D*(n,1) x --- x D*(n, 1)

m fois
L’opérateur x désigne le produit cartésien sur les “m lignes”.
Soit S C D*(n,m) un sous-ensemble de ce produit cartésien. II;(.S) est la projection de S sur

le i-eme facteur ou la “ieme ligne”.
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Définition 1.54. Rectangularisation

La rectangularisation de S, notée Rec(S), est définie par:
Rec(S) =11(S) x -+ x I1,,(S) (1.34)
S est dite rectangulaire si S = Rec(S)

On peut donner une autre définition a la rectangularisation comme suit : ’ensemble S des
fonctions (min, max, +) est rectangulaire si pour tout G, G’ € S, et pour tout i = 1,--- ,n, la
fonction obtenue par le remplacement de la i-eme composante de GG par la i-eéme composante du
G’ appartient a S.

I a été montré dans [GGI8a] que toute fonction de type (min, max, +) décrite par 1.31 et 1.32

peut étre réécrite sous la forme :

F(z)= @ Gx)= ) H(x) (1.35)
GeT HesS
avec, S et T représentant ici des représentations rectangulaires (max, +) et (min, +) respective-
ment de F.

Le théoreme cité ci-dessous 1.55 permet de donner des conditions nécessaires et suffisantes
de lexistence du vecteur propre d’une fonction (min, max, +). Sa preuve permet de déduire un
algorithme calculant le vecteur spectral associé a cette fonction [GG99] lorsque chaque fonction

(max, +) présente un point fixe. Un algorithme opérant dans le cas général est présenté dans

[GGI8a).

Théoréme 1.55. [CT01] Soit F € D*(n,n) et supposons que S,T € D*(n,n) soient rectangu-
laires et respectivement, une mazx-représentation et une min-représentation de F'. Les conditions

sutvantes sont équivalentes.

1. F a un vecteur propre avec F(x) =z + h

2. h= A x(H)
HesS

3. h= @ x(G)
GeT

Les théoremes cités ci-dessous 1.56, 1.57 et 1.58, présentent des résultats primordiaux pour la
suite du mémoire. En effet, ils donnent les conditions nécessaires et suffisantes sur ’existence
d’une solution finie pour des inéquations de types x < F(z), z > F(x) et x = F(x), avec F(x)
une fonction (min, max, +).

Nous présentons les preuves des théoréemes 1.56 et 1.57 ci-dessous a partir d’indications données

par S. Gaubert.
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Théoréme 1.56. [GGI98a][CTO1]
Soit F' € D*. Les deux points suivants sont équivalents :

(i) il existe un vecteur x fini tel que x < F(x)
(i) x(F) = 0

Preuve :
Nous avons # < F(z) et F(z) est monotone, donc » < F?(z) = = < F¥(z) avec k > 1. Par
application de la définition 1.45 kEToo % = kgrfoo @ > kgrfoo% puisque x est fini.

Le corollaire 1.52 cité ci-dessus exprime que chaque fonction dans D* a un régime ultime affine.
En plus, x(F) égale n, pour tout régime ultime (n,v) € (R®)? de F. Soit un régime ultime
(n,v). Nous avons Vk > K , F(v+kn) = v+ (k+1)n. Nous posons y = v+ kn avec k > K. La
variable y vérifie F(y) = y + n. Puisque n = x(F) > 0, nous déduisons qu’il existe un vecteur y
tel que F(y) >y

Notons aussi que le vecteur infini — oo ou (g,...,6)! peut étre considéré comme une solution

sur R~ mais pas sur R".

[]

Théoréme 1.57. [GG98a][CTO1]
Soit F' € D*. Les deux points suivants sont équivalents :

(i) il existe un vecteur x fini tel que x > F(x)
(i) x(F) <0

Preuve :

La démonstration de ce théoreme se présente comme le dual de la démonstration du théoreme
précédent 1.56.

Nous avons comme point de départ x > F(x). Or, du fait de la non-décroissance de F', on
peut écrire x > F(z) > F?(x) > F¥(x) avec k > 1. Par application de la définition 1.45, on a
x(F,x) = lim z(k)/k = lim F¥(z)/k < lim x/k = 0 car  est un vecteur fini.

) < (i) k—>00 k=00 k—>00

Nous savons que chaque fonction F' dans D* a régime ultime, et x(F) = 7, pour tout régime
ultime (n,v) € (R")? de F. Donnons un régime ultime (1, v). Nous avons Vk > K |, F(v+kn) =
v+ (k+ 1)n. Nous posons y = v + kn avec k > K. Le vecteur y vérifie F(y) =y +n . Comme
n = x(F) < 0, nous déduisons qu’il existe un vecteur y tel que F(y) <y

[]
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Théoreme 1.58. Soit F' € D*. Les deux points suivants sont équivalents:

(i) il existe un vecteur x fini tel que x = F(x)

(ii) x(F) =0

Preuve :
La démonstration de ce théoreme découle immédiatement des résultats énoncés dans les deux

théorémes cités ci-dessus 1.56 et 1.57.

[]

Remarque :

Le dernier théoreme 1.58 peut étre considéré aussi comme un corollaire du théoreme 1.55 quand h = 0

o

L’étude des démonstrations précédentes montre que celles-ci nécessitent uniquement 1’existence
du vecteur spectral ou temps de cycle et du régime affine ultime. On peut donc généraliser les
théoremes précédents aux fonctions topicales sous condition d’existence de celles-ci. Le résultat
peut encore étre amélioré par le fait que 'existence du vecteur spectral entraine ’existence du
régime affine et inversement [GG98b], [CT01]. Dans les trois théoremes précédents 1.56, 1.57
et 1.58, le terme “Soit F' € D*” peut ainsi étre remplacé par “Soit I’ € T,” tel que le vecteur

spectral existe.
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1.7 Conclusion

Ce premier chapitre nous a permis de faire un tour d’horizon sur un ensemble d’outils et
d’éléments de base mathématiques dont les principaux sont la théorie spectrale des fonctions
(min, max, +) et la résolution des inéquations présentant une forme du type point fixe. Le
probleme posé est de savoir si I'équation = < f(z) (respectivement z > f(z)) admet une solu-
tion et de la calculer dans le cas affirmatif. Le vecteur spectral se présente ainsi comme un moyen
permettant de répondre au probleme de I'existence d’une solution. Nous avons pu constater que
la solution de ce probleme présentée dans [KG94] (voir théoreme 1.39) généralise les résultats
donnés dans [BCOQ92] (voir les théoremes 1.34 et 1.35) en donnant une définition moins re-
strictive de la semi-continuité. Nous avons rappelé aussi les principes de base de la théorie de
la résiduation et ses applications dans les dioides. Il s’avérera que la résiduation participe aussi

a la résolution des probléemes du type point fixe.

Apres cette étude relative aux outils algébriques, nous donnerons dans le chapitre suivant

une présentation générale des modeles graphiques utilisés dans ce mémoire.



Chapitre 2

Modeles et classes de systemes

temporels

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, 'articulation entre les aspects graphique et algébriques des différents
systemes, se fera grace a une mise en équations du graphe dans ’algebre des dioides ou exotique.
Ce choix est en effet justifié par la cohérence et la puissance des outils mathématiques développés,
comme 1’a montré le chapitre précédent. Les systémes d’équations et/ou d’inéquations obtenus
constitueront des supports permettant un traitement plus efficace que la manipulation directe
du réseau de Petri. Dans ce chapitre, on s’est intéressé particulierement a une sous classe
des réseaux de Petri appelée graphe d’événements, pour laquelle il sera vu que cette écriture

mathématique est réalisable de maniere satisfaisante.

La modélisation des graphes d’événements temporisés dans ’algebre des dioides est un ex-
emple maintenant bien connu dans la communauté scientifique [CGQ98], [CHBFO01] et [Men97].
Il est cependant nécessaire d’élargir sa puissance de modélisation. C’est pour cela qu’un travail
de modélisation des graphes d’événements temporels dans ’algebre des dioides, est introduit

dans cette these.

De maniere classique, il existe deux fagons d’introduire des temporisations constantes dans
un réseau de Petri. En I’associant aux transitions, on parle alors du temps de franchissement et
le modele est du type réseaux de Petri t-temporisés [Ram74]. Sil’on associe le temps aux places,
on parle de durée de séjour minimale et le modele est du type réseaux de Petri p-temporisés
[Sif77]. Les deux modeles sont équivalents [Sif79] et le passage entre ces deux sous classes a été

montré possible [Mur89].

Cependant, une deuxieme famille considere la possibilité d’associer des intervalles de temps
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[a,b] au modele. Cette association a d’abord concerné les transitions [Mer74] et [MF76]. Puis,
plusieurs autres modeles temporels ont été développés : réseaux de Petri a arcs temporels
[Wal83], réseaux de Petri a flux temporels [Dia0l] et ces derniéres années, réseaux de Petri
a places temporelles [Kha97]. Plus récemment, en 1999, les réseaux de Petri statiquement
temporisés ! ont été introduits par A. Cerone et A. Maggiolo-Schettini [CMS99]. Ce dernier
modele généralise les réseaux de Petri temporels en associant des intervalles de temps a la fois

aux places, aux transitions et aux arcs incidents aux transitions.

Pour la modélisation dans ’algebre des dioides des graphes d’événements temporisés dont
le comportement est déterministe, les résultats sont bien connus [CGQ98], [Cot99], [Men97],
[Lho03]. En revanche, pour les autres graphes d’événements temporels, aucun travail de modélisa-
tion dans ’algebre des dioides n’a été fait jusqu’a ce jour a notre connaissance. L’objectif est
donc de faire un travail de modélisation des graphes d’événements temporels dans 'algébre des

dioides ainsi qu'une classification des différentes sous-classes présentées.

Ce chapitre est structuré comme suit :

Dans la premieére partie, nous rappellerons, tout d’abord, les notions de base concernant les
réseaux de Petri, en évoquant quelques propriétés de ces derniers. L’introduction de sous-classes
importantes que constituent les graphes d’événements et les graphes d’état, se fera aussi dans
cette partie. Cela nous permettra, ensuite, de modéliser les graphes d’événements temporisés

dans ’algebre des dioides.

Dans une deuxieme partie, nous introduirons la modélisation des graphes d’événements tem-
porels. Les modeéles qui seront générés, sont de type “intervalle”, dont le fonctionnement est régi
par des inéquations (inégalités). Nous présenterons une classification de différents modeles vus
dans ce chapitre. Le critére pris afin de réaliser cette classification sera le type du systéme
mathématique représentant chacun de ces modeles. Enfin, nous exposons quelques autres
modeles physiques dont ’évolution dynamique sera représentée par des équations de type (min,
max, +).

Les premiers résultats relatifs a la modélisation des graphes d’événements temporels sont pro-
posés dans [DADO04], [DDA05c] et [DDAO5a].

Remarque : Un RdP est dit ordinaire, lorsque tous les poids des arcs sont égaux a 1.

Lon notera qu’on aurait di utiliser le terme temporels au lieu de temporisés. On a gardé le dernier terme, car

dans D’article original, les auteurs ont utilisé Statically timed Petri nets
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2.2 Les réseaux de Petri

2.2.1 Rappels et notions de base

Nous présentons dans cette premiere section des notions élémentaires sur les réseaux de
Petri. Des développements plus approfondis peuvent étre trouvés dans [Bra83], [DA97], [Pet62],
[Mur89], [DAJ92] et [DAO4].

Définition 2.1. (Réseau de Petri) Un réseau de Petri (RdP) est un tuple N =< P,T, A, W >
tel que

- P est un ensemble fini de places,

- T est un ensemble fini de transitions, disjoint de P (P NT = (),

-AC (P xT)U(T x P) est un ensemble fini d’arcs,

-W: A — N est la fonction poids attachée aux arcs.

]
a une place en amont p; (respectivement une transition t; & une place en aval p;). Si w;; #0

. J’- 7 . . . oy .
La grandeur w; . (respectivement wij) représente le poids de I'arc qui relie une transition ¢;
(resp. wg # 0), alors, il n’existe pas d’arc entre p; en amont de t; (resp. p; en aval de t;). On

définit la matrice d’incidence d’'un RAP comme suit :

W=W"-Ww-

La matrice W~ est la matrice d’incidence avant tel que W~ = [w™], et W7 est la matrice

d’incidence arriere tel que W+ = [w]

Remarque : Toutes les sous-classes (graphes d’événements) des réseaux de Petri (RdPs) traitées dans

cette these, seront considérées comme ordinaires.

Définition 2.2. (Marquage) Soit N un réseau de Petri. Un marquage est une fonction M de
l’ensemble des places P dans N.

On note M(N) l’ensemble des marquages d’un réseau de Petri.

Définition 2.3. (Réseau de Petri Marqué) Un réseau de Petri marqué est un couple
< N, My > tel que :
- N est un réseau de Petri

- My : P — N est un marquage dit marquage initial.

Nous adoptons désormais les notations suivantes dans la suite de ce mémoire :
*t ’'ensemble des places d’entrée de la transition ¢
t®* I'ensemble des places de sortie de la transition ¢

*p 'ensemble des transitions d’entrée de la place p
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p* 'ensemble des transitions de sortie de la place p

Un RdP est un modele dynamique dont I’évolution est liée a ’évolution du marquage. Son
état a un instant donné est représenté par son marquage M a cet instant. La caractérisation
d’'un RdP & un instant donné est souvent donnée par le couple (N, M).

On dit qu'une transition est tirable (franchissable) si, quelque soit p; €°® t;, M(p;) > Wy
Autrement dit, si toute place d’entrée p; de t; contient un nombre de jetons au moins égal au
poids attaché a I'arc qui relie p; a t;. Dans le cas d’'un RdP ordinaire, il suffit que toutes les
places d’entrée d’une transition contiennent au moins un jeton pour qu’elle soit franchissable.
Une transition franchissable peut étre franchie ou non. Franchir une transition ¢; consiste a :

- retirer w,; jetons de toute place p; €° t;,

- ajouter w;; jetons dans toute place p; € t°.

Figure 2.1 : Exemple d'un RdP ordinaire

Une séquence de franchissements a partir d’'un marquage M est représentée par une suite de
transitions. Sinous considérons le RAP de la figure 2.1 et son marquage initial My = (1,0, 0, 0)°,
alors, nous dirons que nous sommes passés de My & My = (0,0, 1, 1) en effectuant le tirage de la
séquence o < tg,t3 > et nous écrivons My o, M.

L’équation fondamentale qui caractérise I’évolution et la dynamique d’'un RdP est :
My = Mo+ W.S (2.1)

M, est un marquage que 'on atteint a partir de My apres une séquence de franchissements o
réalisable.

S est un vecteur qui représente cette séquence o. Sa dimension est égale au nombre de transi-
tions que contient le RAP. Chaque composante S; vaut le nombre de fois ou la transition t; a
été franchie pendant la séquence o.

Reprenons I'exemple de la figure 2.1. Le vecteur S est égal S = (0,1,1)! que I'on peut interpréter
de la maniere suivante : t9 et t3 sont franchies chacune une seule fois pour passer de My a Ms.

La matrice d’incidence W est donnée par :
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100 0 1 0 -1 0
Wt |0t _foor | _fo 1
0 1 100 -1 0 1
00 1 100 -1 0 1

Le marquage M> peut étre aussi calculé a partir des matrices My, S et W données ci-dessus et

en appliquant I’équation 2.1.

2.2.2 Quelques propriétés des RdPs

Les principales propriétés des RdPs qui peuvent étre étudiées, sont classées en deux
groupes : celles qui dépendent du marquage initial sont appelées “propriétés comportementales”
tandis que celles qui ne dépendent que de la structure du RAP sont appelées “propriétés struc-

turelles”.

Pour étudier et vérifier les propriétés comportementales, on établit ’arbre de couverture
appelé aussi graphe de couverture. Il est constitué de noeuds?, et d’arcs orientés, correspondant

au franchissement d’une transition qui fait évoluer le RAP d’un état ou marquage a un autre.

e Accessibilité : Le probleme d’accessibilité consiste a trouver si 'on peut atteindre un
marquage M’ & partir de M.
Soit un RAP (N, My), on dit qu’un marquage M’ est accessible (ou atteignable) & partir de M
s'il existe une séquence de franchissement o telle que My o M . R(Mp) est 'ensemble des
marquages que 'on peut atteindre en partant de Mj.

e Bornitude : Un RdP (N, M) est borné si, quelque soit la place p; et quelque soit le

marquage accessible M’ & partir My, le nombre de jetons dans cette place p; est borné :
VM € R(My),Vp € P,3k € N tel que M(p) <k

e Vivacité : Une transition ¢; est dite vivante si elle peut étre franchie quelque soit le

marquage atteint :

VM € R(My), IM' € R(My) tel que t; soit franchissable pour M’

e Un RdP (N, My) est vivant si chacune de ses transitions est vivante.
e Dans un RdP (N, Mj), un état de blocage est un marquage tel qu’aucune transition n’est

validée.

2chaque noeud correspond & un marquage atteignable
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t t
My(1, 0,0, 0 —2—» M,(0, 1, 0, 0) ————» M,(0, 0, 1, 1)t

t,

Figure 2.2 : Graphe des marquages accessibles du RdP de la figure 2.1

Nous pouvons dire que le graphe de la figure 2.1 est vivant et borné, tout simplement, en
analysant son arbre de couverture donné par la figure 2.2.

Comme la vérification de ces propriétés (vivacité et accessibilité) utilise le graphe de couver-
ture basé sur le marquage, cette méthode devient inefficace dans le cas ou I’établissement de ce

graphe est difficile, comme, par exemple, dans le cas d’'un RdP non borné.

2.2.3 Sous classes des RdPs

Dans ’étude des systémes dynamiques a événements discrets (SDED), on rencontre fréquemment
des phénomenes de types concurrence, synchronisation et parallélisme, qui sont modélisés par

différentes sous-classes des RdPs que nous exposons maintenant.

e Graphes d’états : Un RdP ordinaire marqué est un graphe d’état si et seulement si,

toute transition a exactement une place d’entrée et une place de sortie :

*t|=[t|=1VteT

A

(b)

Figure 2.3 : Conflit structurel représenté par un graphe d’états

Le RAP de la figure 2.3 représente un graphe d’états. Les transitions t; et to de 2.3 sont
en conflit structurel puisqu’elles ont une place d’entrée commune p;. Comme le montre le RdP
de cette figure, le jeton de la place p; peut franchir soit t; ou to, mais pas les deux transitions
simultanément. Le probleme d’exclusion mutuelle modélise souvent des systemes comportant

un partage de ressources.

e Graphes d’événements : La définition d’un graphe d’événements est duale de celle d’un

graphe d’état. Un RAP marqué est un graphe d’événements si et seulement si, toute place a
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exactement une transition d’entrée et une transition de sortie :
*pl=lp*|=1 Vpe P

Le graphe de la figure 2.1 est un graphe d’événements.
Nous rappelons ici brievement quelques propriétés structurelles des graphes d’événements et qui
sont indépendantes du marquage initial. L’analyse de ces propriétés utilise ’algebre linéaire

[Sif78]. Nous allons aussi définir les p-invariants et les t-invariants.

Définition 2.4. On dit qu’un vecteur X est un p-invariant, si X vérifie la relation suivante :
XW=0

avec X un vecteur ligne entier non-négatif appelé aussi, P-semi-flot et W la matrice d’incidence.

L’ensemble des places qui correspondent aux composantes non nulles d’un p-invariant, est appelé
support du p-invariant.

La recherche des p-invariants pour les graphes d’événements est présentée dans [PX95] sous la
forme suivante :

Soit X = (x1, 9, - xy,) un vecteur a composantes entiéres non négatives, ou n est le nombre
de places du graphe d’événements considéré. Soit ¢ un circuit élémentaire de ce graphe et

p = {p1,p2, - pn} Uensemble des places du graphe. Si, pour ¢ allant de 1 & n

lsip;€c
xXr; = .
0 sinon

Alors, V. My € R(My), on a :
X.My = X.M,

Ce résultat découle immédiatement de 1’équation fondamentale de I’évolution dynamique d’un
RdP 2.1.

Si nous considérons un graphe d’événements pour lequel toutes les places appartiennent a un
support de p-invariant, alors ce graphe d’événements est borné.

Le théoréme suivant exprime la conservation du nombre de jetons dans un circuit d’un graphe

d’événements.

Théoréme 2.5. Dans un graphe d’événements, la somme des marques des places d’un circuit

donné est constante.
Définition 2.6. Un vecteur Y est un t-invariant, s’il vérifie I’équation suivante :
WY'=0

avec Y un vecteur ligne appelé aussi T-semi-flot dont la dimension est le nombre de transitions
du RdP.
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De maniére similaire au support du p-invariant, on définit le support du t-invariant comme
I’ensemble des transitions qui correspondent aux composantes non nulles d’un t-invariant.

L’existence d’un t-invariant pour un graphe d’événements est une condition nécessaire pour que
le graphe ait un fonctionnement répétitif (cyclique). Soit maintenant un graphe d’événements
avec m transitions. Le vecteur Y, a m composantes toutes égales a 1, est I'unique t-invariant
[PX95]. Une autre maniere d’exprimer ce résultat est de dire que 1’on retrouve le méme marquage

initial apres avoir franchi une seule fois chaque transition.

Théoréme 2.7. [PX95] Un graphe d’événements autonome® est sans blocage et vivant, si et

seulement si, chaque circuit élémentaire contient au moins un jeton.

Apres avoir présenté des notions de base sur les RdPs, notre attention va se porter maintenant
sur les graphes d’événements (temporisés et temporels). Le parameétre temps sur ces derniers

sera introduit de différentes maniéres.

2.3 Graphes d’événements temporisés (GET)

2.3.1 Temporisation et fonctionnement d’un graphe d’événements

L’introduction d’'un nouveau parametre qui est le temps sur les graphes d’événements va
nous permettre de définir les graphes d’événements temporisés. Deux facons sont

envisageables :

N

1. soit nous associons & chaque transition ¢ une durée minimale de tir 6(¢), qui représente
le temps de réservation d’un jeton dans une place en amont, avant d’étre disponible a

nouveau, dans une place en aval. On parle donc des graphes d’événements t-temporisés.

2. soit nous associons a chaque place une durée minimale 6(p), qui correspond & un temps
d’indisponibilité d’une marque apres son arrivée a cette place, avant d’étre utile pour un

nouveau franchissement. On parle donc des graphes d’événements p-temporisés.

Du fait de la possibilité de transformer une place temporisée en une transition temporisée et
vice versa, 1’équivalence entre les deux types de graphes peut étre établie [Chr83]. A partir du
paragraphe 2.3.2, nous pouvons donc ne considérer, que les graphes d’événements p-temporisés,

qui seront notés GET.

Fonctionnement au plus t6t d’un GET

On appelle fonctionnement au plus tot d’'un GET, le mode de fonctionnement suivant :

toutes les transitions internes et puits sont franchies des que possible. Autrement dit, les jetons

3on dit qu’un graphe d’événement est autonome s’il ne contient pas de transitions sources
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qui arrivent dans une place, pourront contribuer au franchissement de la transition en aval des
que le temps de séjour minimum se termine. Aussi, les transitions sources sont en permanence
franchissables, mais ne sont franchies que sur 'occurrence d’événements externes associés a ces
transitions. Il a été montré dans [DA97] et [DA04] que le fonctionnement au plus t6t* d’un
GET conduit a un régime périodique stationnaire au bout d’un certain temps fini, pour tout

marquage initial tel que le GET soit borné et vivant.

Fonctionnement FIFO

- Si le k-iéme jeton qui arrive dans une place d’un graphe d’événements p-temporisé est aussi
le k-iéme jeton disponible pour franchir une transition en aval, alors cette place fonctionne selon
la regle FIFOS.

- Si le k-iéme tir d’une transition d’un graphe d’événements t-temporisé a commencer est aussi

le k-ieme tir a se terminer, alors cette transition fonctionne selon la regle FIFO.

Définition 2.8. On dit qu’un graphe d’événements est FIFO, si toutes ses places et transitions
sont FIFO.

t.J .t,

@ (b)

Figure 2.4 : Recyclage d’une transition et d’une place pour garantir le fonctionnement FIFO

On peut imposer une condition structurelle sur le graphe d’événements pour garantir le
fonctionnement FIFO des transitions. Cela peut se traduire par I'introduction d’une boucle sur
chaque transition comme le montre la figure 2.4a.

Cependant, comme nous associons systématiquement des temporisations seulement aux places
pour les exemples que 'on traite dans cette these, le franchissement des transitions est instan-
tané. On peut donc déduire un fonctionnement FIFO pour les places et pour les transitions

avales par conséquent.

Remarque : - De méme, on introduit une boucle de fagon identique a celle faite sur une transition, pour

garantir un fonctionnement FIFO pour les places 2.4b.

4dans [DA97] on parle aussi du fonctionnement & vitesse maximale
SFirst In, First Out : premier entré, premier sortant



48 CHAPITRE 2. Modéles et classes de systemes temporels

- Notons qu’il suffit que le temps de séjour lié a une place, soit constant, pour que celle-ci fonctionne

sous ’hypothese FIFO.

2.3.2 Equations aux dateurs et aux compteurs

Rappels sur la transformée en v

La transformée en  joue un role analogue a la transformée en 2z dans la théorie des systemes

échantillonnés classiques. Elle permet d’écrire les convolutions en des produits de séries formelles.

Définition 2.9. Soit x(.) un dateur associé a une transition. La série formelle définie par :

X(y) = Pelk)* (2.2)

keZ

est la transformée en vy de {x(k)}; oz

Le terme v peut étre interprété comme un opérateur que ’on appellera “opérateur de
décalage” ou de “retard”. En effet, si nous considérons deux dateurs x1(.) et xa(.) tels que
x1(k) = x2(k — q), alors :

Xi(y) = @z1(k)y" = @k — @)7* = 1" D a2k — ¢)7"™¢ = 19 Xa(y) avec g € Z. Plus
keZ keZ keZ
formellement, on écrit :

Vi (k) = z(k —q) (2.3)

La structure algébrique Zmax [[7]] est le dioide complet [BCOQ92] de séries formelles en
~v a coefficients dans Zomax €t exposants dans Z qu’il convient d’utiliser pour cette nouvelle
représentation. Ce dioide est muni de deux lois de compositions internes : @ (l'opérateur max)
est la somme de séries formelles et ® est le produit de séries formelles. L’élément neutre de la

multiplication est la série e(y) = ey® et I’élément neutre de I’addition est la série e(y) = @ ev*
keZ

(e =0 et ¢ = —oo sont les deux éléments neutres respectivement des loi ® et @ dans Zpayx ).
Les séries formelles présentant des régles de manipulation des éléments de Zuyayx [[]] dont
voici un exemple.
(V" @ P)a(k) = 4™ P) (k).
En effet,
(" @P)z(k) = z(k—n)®z(k-p)
= max(x(k —n),z(k —p))
z(k — min(n, p)) (puisque x est isotone)
) ()
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Modélisation

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés uniquement a l'aspect structurel des RdP.
L’évolution dynamique de tels systemes est décrite par des équations liées aux marquages des
places. Si par exemple, on veut analyser les performances d’un systéme présenté par un graphe
d’événements temporisé, alors le moyen de modélisation basé uniquement sur le marquage de-
vient inefficace. Il convient donc de chercher un autre outil de modélisation. Désormais, on va
introduire de nouvelles variables d’état liées, non plus au marquage du graphe d’événements,
mais au transitions de ce dernier. Apres la mise en équations, le comportement d’'un graphe
d’événements temporisé peut étre décrit par un modele linéaire dans l'algebre (maz,+) (ou
I'algebre (min,+)).

Il existe deux manieres pour établir les relations algébriques représentant 1’évolution d’un
graphe d’événements temporisé. La premiere voie consiste a décrire le comportement temporel
des graphes d’événements, en travaillant dans un domaine qui est I'espace des événements appelé
domaine événementiel. On parle alors de dateurs, et chaque date d’événement sera repérée par
rapport a un numéro d’un événement. La deuxieme voie est duale de la premiere, le domaine
de travail étant I’espace du temps aussi appelé domaine temporel. On parle alors usuellement
de compteurs et chaque compte sera référencé par rapport au temps avec une certaine parenté
avec le modele continu de 'automatique classique. Nous définissons maintenant les dateurs et
les compteurs et donnons les modeles correspondants.

Nous adoptons les notations suivantes dans la suite de ce mémoire :

x(.) désigne une variable d’état liée a une transition interne

u(.) désigne une variable d’état associée a une transition d’entrée

y(.) désigne une variable d’état associée a une transition de sortie

Nous gardons le méme nom de variables pour les deux types de présentations (équations aux
dateurs ou bien aux compteurs). Le seul parametre qui peut différencier les deux modeles est
repéré au niveau de l'argument, ainsi, k (respectivement t) désigne un dateur (respectivement

un compteur).

2.3.2.1 Equations aux dateurs

Définition 2.10. Un dateur d est une application monotone (croissante) de Z dans RU{—o0, +00}.
Un dateur doit donc vérifier :
d(k+1) > d(k)

Nous associons & chaque transition x; (respectivement u; ou y;) un dateur x;(k) (respectivement
u; (k) ou y;(k)), qui représente la date a valeurs réelles (et donc possiblement négatives), a laque-

lle ’événement k a valeurs entieres (possiblement négatives), associé a chaque variable, a lieu.
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Conditions initiales canoniques

Nous supposons, lors de ’établissement des équations d’évolution du systeme, que les jetons
qui existent dans chaque place p; a l'instant ¢ = 0 sont disponibles depuis —oco. Cela veut dire
que Vk < 0,z;(k) = —oo. Les jetons présents dans une place & t = 0 doivent effectuer leur
durée de séjour minimale, avant qu’ils ne soient disponibles pour la participation au tir d’'une
transition en aval. Par convention, on considére qu’'un événement k& qui n’a jamais eu lieu est
formulé mathématiquement comme suit : x;(k) = +oo. Par convention, le kieme jeton de la
place p; (k > 0) est celui qui va contribuer au franchissement d’une transition aval p® pour
la kieme fois durant 1’évolution du graphe d’événements, en incluant les jetons du marquage
initial. Les tirs des transitions sont numérotés a partir de 1 (le premier tir d’une transition

porte le numéro k = 1).

X

m, jetons

T, m, jetons

=Y
X; | U ox.
P. m, jeton:
j X,
(a)
X, Tn

(b)

Figure 2.5 : Parties d'un graphe d’événements temporisé

Nous rappelons que dans un graphe d’événements, chaque transition peut avoir plusieurs
places en amont ou en aval. Les différentes parties que ’on peut trouver dans les GET, sont
représentées dans la figure 2.5. Les m; jetons sont supposés présents depuis I'instant ¢ = 0, et ils
vont séjourner au minimum pendant 7} unités de temps dans la place p;. Si la constante T} est
la temporisation associée a la place p; et m; le nombre de jetons présents initialement dans pj,
alors le tir de x; aura lieu au plus t6t pour la k-ieme fois apres le tir de x; pour la (k-m;)-ieme
fois, plus un temps de séjour minimal. Les deux dateurs z;(k) et x;(k) de la figure 2.5a satisfont
I'inéquation suivante :

zi(k) > zj(k —my) + T; (2.4)

De méme, pour la transition x; de la figure 2.5b, le franchissement de x; pour la kiéme fois est
conditionné par :
- le tir de x; pour la (k-m;)ieme fois

- le tir de x5 pour la (k-mg)ieme fois
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- et ainsi de suite jusqu’au tir de x,, pour la (k-m,,)iéme fois

En tenant compte de ces conditions, nous obtenons donc le systeme :
zi(k) > x1(k —mq) +Th
zi(k) > w2(k —ma) + Tp

xi(k) > xpn(k —my) + T,
x;(k) > max(z1(k —my) + Th,x2(k — ma) + To, -+ ,xn(k —my) + 1)) (2.5)

Dans le dioide R4z (001 a®b = max(a,b) et a®@b = a+b), I'inéquation 2.5 peut se mettre sous

forme d’un modele linéaire, on obtient donc la forme implicite :
n
zi(k) = Pajk —my) @ T; (2.6)
j=1

Notons, que pour l'instant, il n’est pas possible de déduire I’évolution future de la transition
x; avec 1'équation 2.6 si on connait les valeurs de z;(k — m;). Pour résoudre cette difficulté,
I’hypothese d’un fonctionnement au plus tot, peut étre choisie au niveau de la transition x;, ce
qui peut étre considéré déja comme une regle de comportement ou de commande locale. Sous
cette hypothese de fonctionnement, le comportement deviendra déterministe et le systeme 2.6

pourra se mettre sous la forme :
n
zi(k) = P aj(k —my) & Ty (2.7)
j=1
que l'on peut aussi présenter par des séries formelles en ~

n
) = Dy 011 25)
j=1

2.3.2.2 Equations aux compteurs

Comme dans le cadre de la théorie des systemes classiques, les équations qui décrivent
le fonctionnement dynamique de ces systemes, sont en fonction du temps . D’une maniere
analogue, nous allons associer & chaque transition, une fonction x(t) qui est appelée compteur.

Contrairement aux dateurs, nous pouvons distinguer plusieurs interprétations de la définition

des compteurs.

e Le compteur z(t) indique le numéro de la derniere activation de la transition x survenue
avant ou a t.

c(t) = sup{k tel que d(k) < t}

e Le compteur z(t) indique le numéro de la premieére activation de la transition z survenue
a t ou apres t.
c(t) = inf{k tel que d(k) >t}
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Définition 2.11. Un compteur c est une application monotone croissante de R dans ZU{+o00, —o0}.
On a donc :
c(t+ At) > (1), avec At >0

Dans ces deux interprétations, il faut interpréter le compteur comme une fonction, affectant a
chaque instant ¢, un numéro ou un rang. Le compteur c(¢) est donc un entier mais qui peut étre

négatif. Il peut alors étre défini sur Z et ses extensions.

e Le compteur z(t) indique la somme cumulée [Lib96]. Il représente alors une fonction
effectuant un comptage, en fonction du temps. Le compteur ¢(¢) est donc un entier mais
ne pouvant étre que positif ou nul. IlI peut alors étre défini sur N et son extension N

U{+o0}.

Nous reprenons I'exemple de la figure 2.5, et nous associons pour chaque transition z; la
variable x;(t) qui représente le nombre de fois ou la transition z; a été activée, avant ou a la
date t. Nous travaillons sous les mémes conditions initiales et les mémes hypotheses, comme
pour les dateurs. Le compteur z;(t) ne peut pas excéder le compteur z;(t—T}) car tous les jetons
doivent séjourner dans p;, au moins 7j unités de temps. Par conséquent, la valeur z;(t) ne peut
pas dépasser x;(t — Tj) + m;, du fait qu’il existe m; jetons en réserve venant du franchissement
de z; antérieurement. Les deux compteurs z;(t) et z;(t) de 'exemple 2.5a satisfont I'inéquation
suivante :

zi(t) < @;(t —Tj) +m; (2.9)

Avec un raisonnement similaire & celui qui a été fait dans le cas des dateurs, les transitions de
xz(t) S Jil(t - Tl) +my
zi(t) < za(k — To) + mo

la figure 2.5b obéissent au systéme suivant : ) =
xi(k) < zp(k —Tp) + my
x;(t) <min(xy(t —T1) + my, x2(t — To) +ma, -+ ,x,(t — T),) + my) (2.10)

Dans le dioide Zpn (ot a Ab = min(a,b) et a ® b = a + b), I'inéquation 2.10 suit un modele

linéaire de la forme implicite :
n
zi(t) < N\ =ik — Tj) © m; (2.11)
j=1

Si nous considérons un fonctionnement au plus grand numéro ou rang (au plus t6t) d'un

GET, le systeme 2.11 peut se mettre sous la forme :

zi(t) = \ =k — Tj) © m; (2.12)
j=1
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2.3.3 Représentation d’état explicite

Si on considere un graphe d’événements temporisé multi-entrées, multi-sorties, sous I’hypothese

d’un fonctionnement au plus tot, on obtient la forme implicite suivante sur le dioide R, qq :

M M
.CU(/C) = EBA,-@x(k—i)@ @Bi®u(l<;—i)

=0 i=0 (2.13)
y(k) =P C; @ z(k — 1)

=0

on M =& m] avec m est le marquage initial de chaque place, a I’état initial.
JeEP

La représentation d’état sur le dioide Znin

r M
z(t)= N Aozt —i)A N\ B; ©u(t —1i)

= =0 (2.14)
y(t)= N\ C; ©z(t — 1)

i=0
oul' = @ T} avec T} est le temps de séjour minimum associé a chaque place.
jeP

Remarque : Les coefficients des matrices A4;, B; et C; utilisés pour la représentation des dateurs (systeme

2.13) et compteurs (systeéme 2.14), sont naturellement différents.

Exemple 2.1 :

Nous considérons maintenant le graphe d’événements donné par la figure 2.6.

Figure 2.6 : Un graphe d’événements temporisé

Sous I’hypothese d’un fonctionnement au plus tot, les dateurs (sur R,,q.) et les compteurs (sur Zyin ),

décrivant le fonctionnement du graphe de la figure 2.6, vérifient respectivement les deux systemes suivants

x(k) 1@xi(k) ®3® x2(k —2) 23(t) =00 x1(t — 1) A2 xao(t — 3)

3 3
y(k) = 2@ x3(k) y(t) = 0@ as(t - 2)
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Pour les dateurs, nous obtenons la représentation d’état sous forme récurrente :

;

€ € € € e € e € €
xz(k) = 1 ¢ ¢ |@axk)d]| ¢ ¢ ¢ |Quk—1®]| ¢ ¢ ¢ |®@z(k—2)
1 ¢ ¢ € € ¢ e 3 ¢
2 ¢ E €
Dl e e |Quk)d]| ¢ e |@ulk-1)
£ € £ €
y(k) = (5 c 2)®:c(k)

(2.15)

t
avec x(k) = ( z1(k) x2(k) x3(k) ) et u(k) = ( ur(k)  wua(k) )
Théoréme 2.12. Siun graphe d’événements temporisé est vivant, le fonctionnement au plus tot
du systeme 2.13 (respectivement 2.14) peut étre décrit par la forme d’équation d’état récurrente

sur Ryae -

{ z(k) = A@z(k —1) ® B u(k) (2.16)

y(k) = C @ x(k)

Respectivement (s’il n’y a pas de circuit sans temporisation) sur Zmin, la forme récurrente :

{ z(t) = A0 a(k—1) A B u(t) (2.17)

y(t) = C O a(t)

Preuve : On considere 'établissement du systeme 2.16. Le raisonnement est dual pour le
systeme 2.17.

- Il faut que toutes les places situées entre deux transitions internes, ne contiennent pas plus
d’un jeton. Ceci est possible en décomposant chaque place qui contient plus d’un jeton, en un
ensemble de places contenant chacune, un seul jeton. Ceci nécessite I'introduction de transitions
intermédiaires fictives.

- De méme, il faut que les places situées en aval des transitions d’entrée, soient sans jeton. Cela
est possible aussi en introduisant des places et transitions intermédiaires fictives.

- Il faut que les places en amont des transitions de sortie ne contiennent pas de jetons. On
obtient donc y(k) = C' ® x(k) en introduisant aussi des transition intermédiaires.

Ces différentes transformations se traduisent par la création de variables d’état. Notons que
le passage d’un graphe modélisé par la forme implicite 2.13 a ce nouveau graphe se fait au
détriment de la dimension du vecteur d’état x(k) qui est augmentée.

Le fait que le graphe d’événements soit vivant implique que le graphe ne contienne aucun circuit
sans jeton. Le sous graphe associé a Ag est acyclique et donc le poids maximum des circuits

de Ap est égal a € = —oo ce qui assure donc 'existence de Aj. Nous pouvons maintenant
1
supprimer la partie implicite dans 1’équation z(k) = P A; @ x(k — i) ® B ® u(k). Pour cela, on
i=0

utilise le corollaire 1.36 qui permet de donner la plus Betite solution de 'équation r = a R x ® b
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qui est donnée par x = a*b. Nous obtenons la forme récurrente explicite suivante z(k) =
AjA @ x(k — i) @ AjB ® u(k).

L’exemple 2.3.3 illustre ’explication précédente.

Exemple 2.2 :

Dans un premier temps, nous introduisons des états intermédiaires sur le graphe de la figure 2.6, nous
obtenons le graphe de la figure 2.7 dont le comportement entrée-sortie est équivalent a celui de la figure
2.6.

Figure 2.7 : GET équivalent au graphe de la figure 2.6

La nouvelle forme d’état explicite sur R,,qs qui représente le graphe de la figure 2.6 est :

€ € € € ¢ € e € € € 2 ¢
E € € € € €E € € € € € e
x(k) = 1 ¢ ¢ € e |lzk)d] ¢ e ¢ ¢ ¢ |zk=-1D®| ¢ e |uk)
E € € € € E € e € ¢ e € (218)
e € € ¢ 1 € € € 3 ¢ e €
ylk) = ( e € ¢ ¢ 2 )a(k)

avec a(k) = (wa(k) wi(k) wa(k) a4(k) ws(h) )t

Nous considérons donc le systeme 2.18 et en appliquant le théoreme 2.12 nous aboutissons a la

forme récurrente explicite qui représente le graphe de la figure 2.6 :

;

€ e € € € 2 ¢
€E € € € € € e
(k) = el e e ce |lzk-1Da| 3 ¢ [|ulk)
€ € e € € €
e 1 ¢ € 3 €
y(k) = ( e € € € 2 )x(kz)
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2.4 Graphes d’événements du type intervalle
Dans les modeles suivants, un intervalle de temporisation peut étre associé :
1. soit aux places (graphes d’événements p-temporels)
2. soit aux transitions (graphes d’événements t-temporels)

3. soit aux arcs (graphes d’événements a arcs temporels et a flux temporels)

2.4.1 Graphes d’événements p-temporels
2.4.1.1 Présentation des graphes d’événements p-temporels

Développés dans [KDCD96] et [Kha97], les réseaux de Petri p-temporels ont pour objectif
de modéliser des systemes dans lesquels le temps prend un aspect non déterministe. En effet, le
temps de séjour associé a chaque place p; n’est plus considéré déterminé comme pour les GET,
mais appartient & un intervalle de temps 1.5;. Nous consacrons la premiere partie de cette sec-
tion au rappel des définitions et notations relatives aux réseaux de Petri p-temporels. Comme
domaines d’applications, on peut citer la ligne de galvanoplastie, les chaines alimentaires, les

manufactures comportant un four, les traitements thermiques,...

Définition 2.13. Un réseau de Petri p-temporel est défini par le doublet < R, IS > ou :
R est un réseau de Petri marqué (places-transitions)

IS: P — (RTU{0}) x (Rt U{+00})

pi — 1.S; = [a;, b;] avec 0 < a; < b;

[a;, b;] définit lintervalle statique de temps de séjour d’une marque dans la place p;.

Le temps de séjour d’un jeton est donc compris dans un intervalle de temps. Le jeton qui
arrive dans une place est indisponible (ne peut pas franchir la transition en aval ) pendant un
certain temps. Il doit passer un temps de séjour minimum correspondant a la borne minimale de
I'intervalle. Le jeton atteint un age de maturité (qui lui permet de franchir une transition) apres
a; unités de temps apres son arrivée dans la place. Il reste dans cet état de disponibilité durant
b; — a; unités de temps. Une des spécificités des réseaux de Petri p-temporels est la possibilité
de la mort de jetons dont le fonctionnement est le suivant. Apreés un séjour de b; (borne max
de lintervalle) unités de temps dans la place, le jeton se trouve dans l'obligation de quitter
cette derniere, sinon, il se retrouve dans un état de mort. Autrement dit, le jeton ne peut plus
participer aux franchissements, et cela peut générer d’éventuels dysfonctionnements du systeme
dans le futur si par exemple, le jeton représente une ressource importante. Par conséquent, ce

modele va nécessiter un controle des tirs des transitions afin d’éviter la mort des jetons.
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2.4.1.2 Dateurs et intervalles de tirs admissibles

Nous rappelons que z;(k) correspond a une date de tir comme dans le cas des graphes
d’événements temporisés. Nous adoptons les notations suivantes : @ opérateur maximum, A
opérateur minimum et ® (respectivement ©) produit dans Z,,q, (respectivement dans Ziy, ).
La définition suivante va nous permettre d’introduire la notion d’admissibilité qui sera utilisée

dans la suite pour la modélisation des graphes d’événements p-temporels.

Définition 2.14. (Fonctionnement admissible)
Un fonctionnement est dit admissible pour un réseau de Petri p-temporel, lorsque [’évolution
dynamique préserve la vivacité des jetons. En conséquence, il ne méne pas le systeme a un état

de blocage.

La proposition suivante donne les conditions que doivent satisfaire les dates de tirs des
transitions pour garder un fonctionnement admissible. Ces conditions se présentent sous forme

d’un modele d’intervalle.

Proposition 2.15. Pour qu’un graphe d’événements p-temporel respecte un fonctionnement ad-
missible, la modélisation correspondant a chacune de ses transitions, qui n’est pas une transition
source, est donnée par l'expression suivante (qui doit étre vérifiée) :
Pk —m)) +aj) <wi(k) < N\ (2;(k —my) + b)) (2.19)
JES; JES;
avec s; le nombre des places d’entrées de la transition x; et m; le marquage initial de chacune

de ces places.

Preuve :

[a, b)]

m, jetons

[a b] m, jetons

N @( N

P

(a)

Figure 2.8 : Parties d'un graphe d’événements p-temporel

Dans un graphe d’événements p-temporel, en dehors des transitions sources, une transition
(interne ou de sortie) peut avoir une seule place en amont ou, étre une transition de synchroni-

sation.
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Nous associons un dateur z;(k) pour chaque transition, qui a une seule place p; en amont.
Cette derniere se trouve en aval d’une transition qui a aussi pour dateur x;(k) (voir la figure
2.8a). Sous I'hypothese d'un fonctionnement FIFO, les m; marques qui franchissent z; a la
date xj(k — m;) sont prétes pour franchir z; au plus tot a la date xj(k — m;) + a;, et au plus
tard, doivent quitter cette place a la date xj(k — m;) + b;. D’ou x;(k) > xj(k — m;) + a; et
zi(k) < xj(k —mj) + b;. Si z; est une transition de synchronisation (voir la figure2.8b), x;(k)
doit satisfaire les deux systemes d’inéquations suivants :

zi(k) > x1(k —m1) + ay xi(k) < z1(k—mq) + by

zi(k) > x2(k — ma) + as o zi(k) < xo(k — ma) + bo

zi(k) > zp(k —my) + ap zi(k) < xp(k —my) + by

—_ n
Dans le dioide Rpax, le premier systéme se réécrit : z;(k) > @Pa; @ x;j(k —m;)
j=1

— n
Dans le dioide Zmyin, le deuxieme systeme se réécrit : z;(k) < A b; © z;(k —m;)
j=1

—

a; @ xj(k —mj) <zi(k) < A\ bj © xj(k —my)
j=1 j=1

[]

Pour un graphe d’événements p-temporel, le modele d’état correspondant a un fonction-

nement admissible est :

M M M M
DA @z(k—i)® BB; @u(k—1i) <z(k) < NAT ©x(k—i) A A\ B ©u(k —1)
z]\:Jl i=1 o i=1 i=1
DC; @k —i) < y(k) < ACF (k- i)
i=1 i=1
(2.20)
La présentation d’état en séries formelles v est donnée par :
Mo M , M M .
DA ©2(7y' © @B @u(y)y' <a(r) < NAT ©2()7' A A BF ©u(r)
i— i= i= i= (2.21)

M ' M ,
D @x(yy <yl) < .[\IC? @ z(7)y’

Les coeflicients des matrices A, B; et C; (respectivement Aj, BZ-Jr et C;r ) dans Ryaz
représentent les bornes inférieures (respectivement supérieures) des intervalles de temps associés

au places. Ces coefficients sont positifs.

Afin d’illustrer les différentes démarches de modélisation des graphes d’événements p-temporels,

nous présentons maintenant ’exemple d’un atelier de production que nous avons développé.
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Exemple 2.3 :

Une cellule de production de pots de peinture est donnée par la figure 2.9. Elle est constituée de
deux machines. La premiére machine M; s’occupe du malaxage (mélange des différentes couleurs) et
du chargement de la peinture dans les pots. Cette opération dure au minimum 2 unités de temps, et
au maximum 7 unités de temps (sinon, il y aura un débordement du produit et le pot devra étre retiré
de la chaine de production). Le temps de fermeture des pots, remplis par la machine Ms, est compris
entre 1 au minimum (sinon le pot sera mal fermé) et 6 unités de temps au maximum (sinon, le pot sera
fermé avec trop de force). Un premier convoyeur a besoin entre 2 et 5 unités de temps pour transporter
les produits sortant de M; vers une zone de transition. Ces derniers transitent par x3 pour atteindre
un deuxiéme convoyeur qui met entre 1 et 4 unités de temps pour transporter les produits de la zone
de transition vers la machine M;. On impose aux deux machines qu’ils ne restent pas libres au dela de
4 unités de temps. Les deux convoyeurs mettent un temps minimum de 1 unité temps pour retourner
a leurs états initiaux une fois qu’ils ont livré un produit. Ils peuvent aussi attendre un produit jusqu’a

P’infini noté T'.

X3

Figure 2.9 : Cellule de production des pots de peinture

Afin de modéliser ce systeme, on utilise donc le graphe d’événements p-temporel représenté dans la
figure 2.10. Ce dernier va permettre aussi de traduire toutes les contraintes temporelles, correspondant

a chacune des opérations relatives au systemes de la figure 2.9, décrites auparavant.
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[1.4]

machine 1
vide

mélange +
remplissage

convoyeur 1
vide

transfert zone de transition/M, . [1,4]
convoyeur 2
vide
[1,4]

machine 2
vide

Figure 2.10 : Graphe d’événements p-temporel qui représente le systeme de la figure 2.9

En appliquant la proposition 2.15 au graphe de la figure 2.10, on peut établir le systeme

suivant :

1@x(k—1)d(1@23(k—1)) <z1(k) < (4O x3(k — 1)) A (T © 23(k — 1))

2@ (k) <zo(k) <T7TOxi(k)

2@ z2(k) @ 1 @as(k — 1)) < z3(k) < (50 22(k)) A (T © z5(k — 1)) (2.22)
Q@zsk)®d (1@xs(k—1)) <z4(k) < (4O z3(k)) A4 O xs5(k — 1))

1®@xi(k) <z5(k) <6 x1(k)

Si on pose z(k) = (w1, 79, T3, 74, 75)" un vecteur colonne, le systéme 2.22 peut se mettre sous la

forme matricielle :

e 1 1 ¢ ¢ E € € € €
€ € € € ¢ 2 ¢ € ¢ ¢
e e e el |@ek-1)®d]| & 2 ¢ ¢ ¢ |@z(k)<az(k)
e € ¢ ¢ 1 e €1 e ¢
€ € € € ¢ 1 ¢ ¢ ¢ ¢
(2.23)
e 4 T ¢ ¢ E € € € €
€E € € € ¢ 7 € € ¢
zk)<| e e ¢ ¢ T |[Cx(k—1)A| € e e ¢ | ©x(k)
e € € ¢ 4 e € 4 ¢ ¢
€ € € € € 6 ¢ € € ¢
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La réécriture sous forme de séries formelles en v pour cet exemple est donnée ci-dessous et

présente une forme plus réduite que celle donnée par 2.23 :

e Iyt 1yt e e
2~ € € € ¢
e 290 e e 1y | ®@z(y) <z(v)
e e 179 £ 14!
1~ € E € €
T 448 TH* T T
™ T T T T
x| T 5° T T Ty |0z
T T 40 T 44!
6y T T T T

(2.24)

2.4.1.3 Nouvelle formulation du modeéle d’état

Nous proposons ici une reformulation du modele 2.20 qui sera utilisée ultérieurement. L’objectif
est de trouver une nouvelle forme du modele représentant le fonctionnement d’un graphe d’événements
p-temporel ne comportent que des termes (max, +). Nous adoptons ici les notations suivantes :

“x; = {z; tel que x; € *(*x;)} est 'ensemble des transitions z; qui se trouvent en amont des

places amont de la transition x;.

—
i =

aval de la transition z;.

x {z; tel que x; € (x7)°*} est 'ensemble des transitions z; qui se situent en aval des places
mi; (respectivement mj;) le marquage de la place qui existe entre x; et z; & qui on associe
l'intervalle de temporisation [a;j;, b;;] avec x; € “x; (respectivement x; € ;7).

D’apres le systeme 2.19 on en déduit que :

Vaxj e “x;) zi(k) > xj(k —m4j) +aij et (Vo € “x) ai(k) < zj(k—my;) +bij <= (¥
zj € xy”) wi(k 4+ my;) — by < xi(k)

Par conséquent, on obtient le modele suivant décrit uniquement par des fonctions

(max, +) :

zi(k) > zj(k —mg;) ® ai;
(S x; —
zi(k) > wj(k + mji) ® (—bji)
ijJ:f
zi(k) > a;; @ xj(k —my) & P af; @ xj(k +my) (2.25)
;€ T X x]617

T = .. + .. 4 + + —
avec a;; = ajj et a;; = bji, aijER ,aijeR

Ainsi, le dernier modeéle uniquement du type (max, +) donné par 2.25 est équivalent au
modele d’intervalle initial de type ((max, +), (min, +)) et qui est représenté par le systéme

2.19.
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Si z; est considérée comme transition d’entrée, alors, on a ~x; = (). De facon similaire, si x; est
prise comme une transition de sortie, alors, on a z;” = (). La prise en compte de 'ajout de ces
transitions au graphe d’événement initial ne modifie pas le comportement de ce dernier. Nous

détaillons maintenant les différentes étapes suivies pour arriver au nouveau modele 2.26.

Pour chaque transition d’entrée, nous introduisons une place en amont (d’entrée), avec sa
transition d’entrée notée u. Cette place ne contient pas de jetons et nous lui associons un
intervalle de temporisation nul [0, 0].

Pour z; € u;” , zj(k) > ui(k) + a;j avec aj; = 0 et z;(k) < u;(k)+ bij avec bj; = 0 ou w;(k) >
xj(k) — bi; (avec bj; = 0).

D’une maniere similaire, pour chaque transition de sortie, une place de sortie et sa transition
en aval y sont introduites telles que la place de sortie ne contient pas de jetons et porte une
temporisation nulle [0, 0].

Pour tout z; € Ty, yi(k) > xj(k) + aj; avec aj; = 0 et y;(k) < x;(k) + b;; avec bj; = 0 ou
z;(k) = yi(k) — bij.

Aussi, nous savons que pour chaque transition d’entrée u;, card(“u; ) =0 et card(u;” ) =1
et pour chaque transition de sortie y;, card(“y; ) =1 et card(y;” ) = 0. D’ou la représentation

max-plus suivante :
(z; € uj”) mi(k) > b @ui(k), (x5 €ui”) ui(k) > b @ x;(k)
(@ €7 i) wik) 2 ¢;; @xi(k), (2 €7 y;) wi(k) = ¢ @y;(k)

- 4. — + . T — .. — + 7. —
avec bij =aj; =0, bij = —b;;=0, Cij = ji = 0, Cy = bi; = 0.

Nous obtenons alors la forme matricielle en séries formelle en ~ :

z(y) > B~ @u(y), uly)>BTex(y)
y() > C™ @z(y), z(y) > CT@y(y)

La nouvelle représentation d’état est déduite a partir du systeme 2.25 auquel il faut ajouter une
condition de non décroissance de x. L’introduction de 2 > 'z (v) se traduit par un changement
au niveau des coefficients de la diagonale de la matrice A] . La nouvelle forme d’état représentant

un graphe d’événements p-temporel est donnée par :

()= P A7 @vztne P Aoy a(y) (2.26)
0<i<M 0<i<M

avec : M = @ m;, pour k = m(*(z;)), si z; € T, (A;)y =eDa;sik=11=j et
ieP
(Ag )ij = a;; sinon, pour k = m((z;)*), (AD)ij = a;; sizj€x;.
Du fait de la spécificité de la mort des jetons dans le cas des graphes d’événements p-
temporels, nous définissons le fonctionnement au plus t6t et au plus tard du systeme par le

mode d’évolution suivant.
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2.4.1.4 Fonctionnement au plus tot et au plus tard d’un graphe d’événements p-

temporel

Un fonctionnement au plus t6t (respectivement au plus tard) du systéme correspond & un
franchissement pour chacune des transitions (sources, internes et puits) a une date au plus tot
telle qu’avant (respectivement au dela de) cette derniere, le systeme global (comportant toutes

les transitions) perde sa propriété de fonctionnement admissible.

Nous considérons le RAP de la figure 2.11 qui est un graphe d’événements p-temporel vivant.
A travers l'analyse de cet exemple, nous allons montrer comment un graphe d’événements p-
temporel doit se comporter en fonctionnement au plus tot (et au plus tard) sans qu’il perde la

propriété de fonctionnement admissible.

Figure 2.11 : Exemple d’'un graphe d’événements p-temporel vivant

Supposons que x2 ait un fonctionnement local au plus tot, alors le jeton de la place p; peut
la quitter a l'instant ¢ = 0. En arrivant a po, le jeton mourra avant de franchir z4, car il ne
pourra pas attendre (il peut rester & py, jusqu’a t = 1) le jeton qui doit venir de p3. On assistera

alors & une désynchronisation qui menera le systéeme global a une situation de blocage.

De méme, avec une hypotheése d’un fonctionnement au plus tard pour la transition xo. Le
jeton de la place ps mourra puisque a U'instant ¢ = 2 ou il doit franchir x4, la place p2 ne con-
tiendra aucun jeton car le jeton de p; doit attendre t = 3 pour franchir zs. Le systeme global
se retrouve dans ce cas dans une situation de blocage.

A D'opposé, franchir la transition xo & un instant entre t = 1 et ¢ = 2 garantira un fonction-
nement admissible ce qui montre que le graphe d’événements est vivant. Sur cet exemple, ni
le fonctionnement local au plus tot, ni le fonctionnement local au plus tard, n’aboutissent a un

fonctionnement viable, bien que ce systeme soit vivant.
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Nous concluons que la notion du fonctionnement au plus tot (et au plus tard), pour les
graphes d’événements p-temporels, ne peut étre prise localement (entre une place et une tran-
sition) mais globalement. Cette notion differe de celles des GET. En d’autres termes, 1’égalité
2.7 peut ne pas étre vérifiée pour un fonctionnement au plus tot. La méme remarque est valable
aussi dans le cas d’un fonctionnement au plus tard. La remarque sur le fonctionnement au plus
tot est également citée dans [Bon05] et [DDCO5] sans que ce comportement ne soit formalisé
explicitement. En conclusion, la notion du fonctionnement au plus to6t ne peut étre définie de

n
maniere analogue aux GET. L’égalité Pa; ® z;(k — m;) = x;(k) ne représente donc pas un
j=1
fonctionnement au plus tot pour les graphes d’événements p-temporels comme c’est le cas pour
n

les GET. De méme, I'égalité z;(k) = A b; © xj(k —m;) ne peut traduire un fonctionnement au
i=1
plus tard pour les graphe d’événements p-temporels.

2.4.2 Graphes d’événements t-temporels

Dans ce modele, les activités sont liées aux transitions. La figure 2.12 donne un exemple
d’un graphe d’événements t-temporel. Ils sont capables de représenter par exemples des systemes
informatiques qui ont des temps de réponse variables [BD91]. Un autre probléme pratique pour
lequel les graphes d’événements t-temporels sont un outil de modélisation intéressant est le
systeme du “chien de garde” ou alarme. Un des objectifs de ce systeme est de surveiller la date
de production d’une action. Suivant cette date et un parametre donné, I’alarme se déclenche ou
se désactive [Boy01]. A I'opposé des graphes d’événements p-temporels, les graphes d’événements
t-temporels ne permettent pas de modéliser des systemes pour lesquels la durée d’une tache est

comprise dans un intervalle .

Définition 2.16. (Graphe d’événements t-temporel) Un graphe d’événements t-temporel
est un doublet < GE, ISy > ou GE est un graphe d’événements marqué

IS : T — (RTU{0}) x (RT U {+o0})

ti — IS; = [a;, bi] avec 0 < a; <b;

L’intervalle statique [a;, b;] associant une durée minimale a; et une durée maximale b; a chaque

transition t;.

Mise en équation des graphes d’événements t-temporels

Pour qu’une transition ¢; soit franchie, il faut qu’elle reste sensibilisée durant au moins a;
unités de temps et au plus b; unités de temps. L’intervalle de tir d’une transition est relatif a la
date ou la transition devient sensibilisée (validée). Si par exemple une transition ¢; est validée a
I'instant 7, sachant que [a;, b;] est I'intervalle statique associé a t;. Alors, t; peut étre tirée entre
T+ a; et 7+ b;. Nous étudions maintenant le cas d’une transition de synchronisation comme

Iillustre la figure 2.12. Nous constatons tout d’abord que le déclenchement de 'activation de
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P

Figure 2.12 : Graphe d’événements t-temporel

’horloge® pour la transition z; est liée directement & la condition logique’.

Par conséquent,
c’est le dernier jeton arrivant a 'une des places ( p1, p2 et p3 ) qui marquera le début de la
sensibilisation de la transition x;. A partir de ce moment, la sensibilisation doit étre maintenue
continuellement pendant a; unités de temps, et cela peut aller jusqu’a b; unités de temps. Le
franchissement peut avoir lieu entre deux dates représentant la date de tir au plus tot, et la date

de tir au plus tard. Ceci nous amene au systeme d’inéquations suivant :

{ (z1(k = 1)+ ag) ® (w2(k — 1) + a;) @ (z3(k — 1) + a5) < x:(k) (2.27)

x,(k) <(r1(k—=1)+b)® (.’L‘Q(k} — 1) + bi) @ (x3(k— 1)+ b;)

Plus généralement, dans le cas d’'un graphe d’événements t-temporels, le modele d’état corre-

spondant est le suivant :

@A @x(k—1i) < X(k <@B ® z(k — i) (2.28)

2.4.3 Graphes d’événements a arcs temporels

Présentés dans [Wal83], les réseaux de Petri a arcs temporels consideérent que la temporisation
est portée par les arcs comme les RAP a flux temporels qui seront introduits ultérieurement. Le
probleme de la mort des jetons connu pour les graphes d’événements p-temporels, surgit aussi

pour les graphes d’événements a arcs temporels.

Définition 2.17. Graphes d’événements a arcs temporels Un graphe d’événements a arcs
temporels est un doublet < GE, Iarc > ou :

GE est un graphe d’événements marqué (places-transitions)

Iarc: AC (P xT)— (RTU{0}) x (R U{+o0})

arc; — larc; = |a;, b;] avec 0 < a; < b;

[a;, b;] est Uintervalle temporel statique associé a chaque arc i incident d une transition.

Son dit aussi la condition temporelle, c-a-d la date du commencement de la sensibilisation du z;
7il traduit la condition qui doit étre satisfaite au niveau du marquage
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En réalité, le comportement des graphes d’événements a arcs temporels est identique aux graphes
d’événements p-temporels et I’ensemble des explications peut étre transposé.

Mise en équation des graphes d’événements a arcs temporels

Figure 2.13 : Un exemple simple d’un graphe d’événements a arcs temporels

Nous commengons par la mise en équation d’un exemple simple (figure 2.13), avant de donner
le modele algébrique général qui peut représenter un graphe d’événements a arcs temporels. A
I’état initial, aucune transition ne peut étre franchie. Il faut attendre 1 unité de temps pour
tirer la transition xs. Si o est tirée a une date strictement supérieure & ¢ = 1, il sera impossible
de franchir x3 puisque le jeton de la place ps aura dépassé son temps de séjour maximum
(3 unités de temps), et sera donc mort. La synchronisation au niveau de la transition z3 ne
peut avoir lieu. Dans ce cas, le fonctionnement du graphe de la figure 2.13 est qualifié de non
admissible. Le jeton qui franchit xy et qui arrive a la place p; doit y faire un séjour minimum
de 1 unité de temps, et doit y quitter au plus tard apres 2 unités de temps apres son arrivée,
dotona: zi(k—1)+1 < x9(k) < z1(k —1) +2. De la méme maniere, on montre que :
(2a(k — 1) + 1) < a3(k) < (2(k — 1) +3) et (22(k) +2) < 23(k) < (wa(k) +4)
Nous aboutissons au systeme d’équations suivant :
{ a1k —1)+1<ao(k) <azi(k—1)+2 (2.20)
(x2(k—1)+1) @ (x2(k) +2) < a3(k) < (w2(k — 1) 4+ 3) A (z2(k) +4)
Dans le cas général, un graphe d’événements a arcs temporels admet la méme représentation
d’état qu’'un graphe d’événements p-temporel. D’ou le modele :

M M M M
P4 @x(k—i)o @B, @u(k—1i) <z(k) < NAS ©x(k—i) A A B ©u(k — 1)
z]\:Jl i=1 v 1=1 i=1
DC; wa(k—i) <y(k) < ANCF ©x(k—i)
i=1 =1

(2.30)

2.4.4 Graphes d’événements a flux temporels

Les graphes d’événements a flux temporels se présentent comme un formalisme semblable
aux graphes d’événements a arcs temporels, avec ainsi, des intervalles de temporisations sur les

arcs®. L’introduction d’une sémantique de tir va permettre d’obtenir des formes sophistiquées.

8aucune politique ou sémantique de tir n’est affectée aux transitions dans le cas des graphes d’événements 2

arcs temporels
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2.4.4.1 Définition et notations

Introduits dans [DS93], [Sén96] et [Dia0l] avec pour objectif la modélisation de scénarios
multimédias, les réseaux de Petri a flux temporels permettent de modéliser des synchronisations
temporelles complexes. La sémantique de ces dernieres, définit la regle qui montre comment
les différentes parties d’un systéme interagissent. Autrement dit, on va pouvoir, a partir de
différentes entités d’un systeme réel, considérer le systeme complet, résultat de la synchronisa-

tion des différentes parties.

En général, la synchronisation des systemes qui présente des contraintes temporelles, possede
deux aspects : la partie logique et la partie temporelle. La premiere correspond a une synchroni-
sation logique sur une transition ¢ sans le temps tandis que la deuxieme est une action temporelle
relative aux places d’entrée de t. Pour résoudre le probleme de la synchronisation temporelle
entre flux, deux principales nouveautés sont introduites [Boy01] :

1- une condition temporelle sur les arcs, c’est-a-dire une condition par couple (place, transition)

2- différents modes de synchronisations entre flux, a choisir par I'utilisateur.

La définition des regles de synchronisation (sémantiques de tir) entre plusieurs flux, est un
choix qui peut favoriser un flux par rapport aux autres et peut étre fait par la borne min et
la borne max de 'intervalle de tir [Boy01l]. On peut choisir de tirer “au plus tot” (sémantique
OU ), ou bien “au plus tard” (attendre le dernier arrivé, sémantique ET), ou un flux défini par
le concepteur (un flux plus important : sémantique Maitre). Les régles (sémantiques ) de tir

seront présentées par la suite.

Définition 2.18. Un graphe d’événements a flux temporel est un triplet < GE,IT,SYN >
dans lequel :

- GE est un graphe d’événements places-transitions,

- IT est une application qui associe, & chaque arc sortant d’une place un intervalle [aj,b;] de
validité temporelle (condition temporelle sur le tir) :

IT: Aj — Rt x (RT U {oo})

- SY N est une fonction de synchronisation et de typage des transitions. Elle associe d chaque
transition un type, c’est-a-dire qu’elle définit la régle de tir associée a une transition (sémantique
de tir)

SYN : T — {sémantiques}

On dit q'un arc A; devient sensibilisé si et seulement si, sa place d’entrée p; recoit un jeton.
Si par exemple, un arc est sensibilisé a I'instant 7, le jeton lié & ce dernier doit quitter sa place

pendant l'intervalle [T + aj, 7 + b;].

Par la suite, on considere que chaque arc des graphes d’événements a flux temporels considéré
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dans ce mémoire, présente une contrainte temporelle.

Définition 2.19. Soit une transition de synchronisationt d’un graphe d’événements a flux tem-

porel. Nous considérons que ¥p; €® t,M(p;) > 1 et 71 est le temps absolu de tir de t.

1. t est de type Ft-Pur, si et seulement si :

Vp; €% t, (75 +a;) < 71 < (15 + b))

2. t est de type Et-Faible, si et seulement si :

ij e®t (Tj—i-aj)STf et Hpj G.t,TfS(Tj—I-bj)

3. t est de type Ou-Fort, si et seulement si on a :

dpje®t, (15+a;) < th et Vp; €° t, < (15 + b))

4. t est de type Ou, si et seulement si on a :

Hpj S (Tj+aj)§tf et Eipj e* t, TfS(Tj—i-bj)

Définition 2.20. Une transition t de type Maitre, définie a partir de l'un de ses arcs entrants,

s0it (pm,t) dit Maitre, est tirable au temps 77 si et seulement si pour cet arc (pm,t), on a :
(T +am) <77 et 77 < (1 + b))

Rappelons que la transition t est sensibilisée sous un point de vue logique.

Introduire d’autres types de regles de tir adaptées a des cas de systemes réels reste possible
pour répondre aux besoins de modélisation. Un enrichissement de la regle Maitre par une
composition avec d’autres sémantiques, a été proposé dans [Dia0l] et [Boy01]. Ceci a conduit
a la mise en évidence des sémantiques : Et-Maitre, Ou-maitre, Maitre-Faible et Maitre-Fort.
Pour éclaircir la différence qui existe entre les types de sémantiques présentées ci-dessus, nous
donnons la figure 2.14b qui illustre les différents types de synchronisation que I’on peut associer

a la transition x de la figure 2.14a. Ainsi, d’autres sémantiques sont également possibles.
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[a,,b)] 1
[212, bZ] B
[a;, bs] B
Et-Pur
Et-Faible
Ou
Ou-Fort
Maitre ( [a,, b,])
(2, b.] Ou-Maitre
25 Y2
Q > Et-Maitre
J Maitre-fort
Q [a;, b] Maitre-faible

(a) (b)

Figure 2.14 : Sémantique de synchronisation de la transition x

2.4.4.2 Mise en équation des graphes d’événements & flux temporels

Notons tout d’abord que la date de tir possible d’une transition dépend des intervalles de
validité temporelle de ses arcs incidents, et de la regle de synchronisation affectée a la transi-
tion. Nous introduisons maintenant les résultats relatifs & la modélisation du comportement
dynamique des graphes d’événements a flux temporels, ainsi que la présentation mathématique
qui traduit les différentes regles de tir. Cette présentation se met sous forme d’équations

mathématiques de type (max, +) et (min, +).

Proposition 2.21. Soit x; est une transition de synchronisation dans un graphe d’événements

a flux temporel, alors :

1. si x; est de type Et-Pur, alors :

B zitk —my) @a; <wi(k) < N 2;(k —my) @, (2.31)

JESsi Jjesi
2. si x; est de type Ft-Faible, alors :

P zjk —m)) @ a; < zi(k) < Pk —m;) @0, (2.32)

JESs; JESs;
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3. six; est de type Ou-Fort, alors :

/\ :L’j(k — mj) ©a; <z; < /\ a:j(k — m]‘) © bj (2.33)

JES; JES;

4. si x; est de type Ou, alors

/\ :cj(k—mj)@aj <z < @wj(k—mj)@)bj (2.34)

JES; JES;

avec m; est le nombre de jetons que contient chaque p; en aval de x; ou bien en amont de x;.

s; est le nombre d’arcs entrant en x;.

Preuve :

. Il suffit de considérer I’équation donnée dans le point 1 de la définition 2.19, et de 'appliquer

sur I’ensemble des places (arcs) d’entrées de ;. Sachant que 7; qui est la date d’arrivée a

la place p; (date de sensibilisation de a;) correspond a z;(k — m;).

. Similaire a la démonstration sur le point 1.

. D’apres la définition 2.19, le flux le plus rapide (arc en avance) impose le franchissement au

plus tot A
de tir, il arréte les autres flux, méme s’ils ne sont pas finis. D’ou la valeur maximale de

zj(k —mj) © b

jesi xj(k—mj;) ®aj. De méme il impose aussi la valeur maximale de I'intervalle

Vintervalle de tir qui est donnée par /\ ;<

. On remarque que cette regle de tir est la plus relaxée d’apres la définition 2.19. Tous les

intervalles temporels sont acceptables, en tant qu’intervalles de tir. D’ou le systeme 2.34

[]

Exemple 2.4 :

La figure 2.15 illustre une modélisation de scénarios multimédias par les graphes d’événements a flux

temporels. L’objectif est de synchroniser un flux de voix avec un flux de vidéo pour avoir une perception

visuelle en harmonie avec le son de la voix.
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Partie du SON

Partie de la VIDEO

Figure 2.15 : Modélisation d’un systéme multimédia par un graphe d’événements a flux tem-

porels

La préparation de la bande sonore prends entre 5 et 8 unités de temps, et elle est lancée apres
I’arrivée d’un jeton a la place p;. Pour franchir la transition x3 qui marque le début de I’émission
de la vidéo, il faut synchroniser la tache de réglage du matériel py avec celle de la préparation
de la bande vidéo p3 (re-bobinage par exemple). On attribue une sémantique Et-faible a 3 (on
peut attendre la fin des deux opérations avant le lancement de la vidéo, la premiere dure entre
4 et 7 unités de temps, la deuxieme entre 5 et 9 unités de temps). Le marquage de py et ps
fait démarrer la voix et la vidéo, et elles durent respectivement entre 40 et 45 et entre 41 et 47
unités de temps. On a décidé que cette présentation multimédia s’arréte (franchissement de 4)
des que la vidéo ou la voix est finie et c¢’est pour cela que ’on associe la sémantique Et-pur a la
transition x4. Nous supposons qu’a I’état initial, la voix et la vidéo sont prétes a étre diffusées,
d’ott le marquage initial du graphe de la figure 2.15 est My = (0,0,0,1,1)!. En appliquant les
résultats établis dans la proposition 2.21 sur le graphe d’événements a flux temporels de la figure
2.15, nous obtenons :

5®@ a1 < xo(k) < 8@ (k) (2.35)

8
4@ z1(k) ® (5@ 21(k)) < z3(k) < (7@ 21(k)) @ (9 ® z1(k)) (2.36)
(40 ® 22(k — 1)) ® (Al @ 23(k — 1)) < 24(k) < (45 @ 2ok — 1)) A AT @ a3(k — 1)) (2.37)

Remarque : A partir du graphe d’événements a flux temporel de la figure 2.15, nous pouvons remarquer
qu’une combinaison des systemes 2.35, 2.36 et 2.37 peut conduire & un modele plus complexe. En général,
dans un graphe d’événements a flux temporel contenant plusieurs types de sémantiques, on a le modele

d’intervalle suivant :
{ @), omalh = M) < (k) < 5 (@(B), 2k — M) (2.38)

avec f~ et fT deux fonctions du type (min, max,+).
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2.4.4.3 Re-formulation pour les sémantiques Et-Pur et Et-Faible

Nous présentons maintenant une autre forme de modélisation relative aux graphes d’événements
a flux temporels. Cette nouvelle formulation concerne les graphe d’événements a flux temporels
contenant seulement les deux types de sémantiques de tir : Et-Pur et Et-Faible.
D’une part, on montre tout d’abord que f~ est de type (max, +). La proposition 2.21 indique

que pour ces deux types de sémantiques, I'’équation suivante est toujours vérifiée : € (x;(k —
NISED
m;j) + aj) < z;(k) pour toute transition x; du graphe d’événements a flux temporels, d’ott f~

est de type (max, +). Nous pouvons donc écrire :

[ (@), u(y) = A" ®@z(y) ® B u(y) (2.39)

En revanche, pour les méme type de sémantiques, la proposition 2.21 montre que ’on peut avoir

les deux présentations suivantes : x;(k) < A (z;(k—m;)+0b;) et zi(k) < @ (x;(k—m;)+b;).
JEP; JEP;

Il en résulte alors que dans un graphe d’événements a flux temporels, toute combinaison des

deux dernieres formes conduit & une fonction f* de type (min, max, +).

D’autre part, I’équation 1.35 montre que toute fonction de type (min, max, +) admet une

max-représentation. D’ou I’écriture suivante :

@) ) = N\ AF ©2(7) @ B u(r) (2.40)
=1

avec j; est le nombre de termes (max, +).

Les matrices A=, B™, Al et B]" appartiennent & Ryq5[7]

Remarque : Les formes 2.39 et 2.40 integrent I’équation d’état représentant un graphe d’événements
temporisé 2.42. En effet, il suffit de reprendre le modele d’intervalle donné par 2.39 et 2.40 et de considérer
que : j; =1, A= = AT = Ay et B~ = Bf = B. Ce résultat sera énoncé & la fin de ce chapitre sur
la classification des graphes d’événements temporisés et temporels. On a donc U'inclusion des graphes

d’événements temporisés dans les graphes d’événements a flux temporels.

2.5 Classification des graphes d’événements temporisés et tem-

porels

La capacité du modele a saisir la réalité d’un systeme, le pouvoir de modélisation et la
capacité de vérifier une propriété d’un systeme par son modele constituent des criteres impor-
tants quand on cherche & comparer les qualités et les défauts d’un modele [Sén96]. Un point de

vue peut étre de partir d'un ensemble d’exemples concrets, et de mener une étude critique en
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proposant des comparaisons formelles entre plusieurs modele de RdPs temporels? utilisés pour
représenter ces exemples. Tout en se basant sur une analyse de leurs qualités attendues, une

étude comparative de différents modeles de RAPs a été proposée dans [BoyO01].

Dans ce chapitre, le point de vue est différent car nous nous basons sur les modeles algébriques
des différentes sous-classes des RdPs présentées au long de ce chapitre pour réaliser une classi-
fication. L’introduction du temps sur les graphes d’événements a généré plusieurs sous-classes,
que 'on peut scinder en deux sous-grandes familles selon que le comportement soit borné par

dessus et dessous ou uniquement par dessous.

- Les modeles dont I’évolution est bornée par dessous et par dessus, sont modélisés a partir
de temporisations définies sur un intervalle.

Si nous reprenons les modeles mathématiques obtenus lors de la modélisation de différents
graphes d’événements du type intervalle, alors nous pouvons constater qu’ils ont la forme com-

mune suivante :
[ () <z < fH(x) (2.41)

Une autre forme est f~(z) @z =x et z = z A fT(2). Ces modeles sont non déterministes

dans leur forme de base.

- Les modeles dont I’évolution est bornée par dessous, sont en général analysés et exploités
dans un fonctionnement déterministe en raison d’un choix de fonctionnement au plus tot lo-
cal. Ainsi, pour la forme dateur, les graphes d’événements temporisés présentent un modele
du type f(z) < z et légalité f(x) = x vient de I’hypothese du fonctionnement au plus tot :
c’est généralement ce dernier modele avec un fonctionnement déterministe qui est utilisé dans

les différents travaux.

Le modele implicite des graphes d’événements temporisés dans ’algebre (max, +) est donnée
par : x(y) > Ay @ z(v) @ B ® u(y). Le dernier modele correspond a un systeme dont les

spécifications sont données comme suit :

1. La borne inférieur f~ est prise comme fonction (max, +) avec f~(z(7y),u(y)) = Ay ®

z(v7) D B @ u(v)).

2. La borne supérieure fT est infinie.

Sous ’hypothese d’un fonctionnement au plus t6t local, un graphe d’événements temporisé peut

étre représenté alors par :

F@@),u(y) = fHam),u() = Ay@z(v) @ B @ u(y) (2.42)

9e terme temporels ici recouvre les RAPs temporels et temporisés
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Le tableau de la figure 2.16 donne une classification de tous les modeles vus dans ce chapitre a
partir du type des fonctions f~() et fT() :

fi(x) est de type

fix) =+ (min, +) (max, +) (min, max, +)

. raphes d'événements
£ (X) =_ pas de contraintes %—tle)mporisés :

équations aux compteurs

]
5
& (min, +)
S
s graphes d'éyénements graphes d'événements : hes d'évé
17 . Ac - graphes d'événements
3 + p-temporisés : - p-temporels g
™ (max, ) équations aux dateurs - arcs temporels t-temporels
bl L dou
(mln, max, +) graphes d'événements

a flux temporels

Figure 2.16 : Classification des graphes d’événements

A partir de différents graphes d’événements (temporisés et temporels), la figure 2.17 mon-
tre les différentes relations existant entre ces modeles. Ainsi, les graphes d’événements tem-
porisés sont un cas particulier des graphes d’événements temporels. De meéme, les graphes
d’événements a flux temporels présentent la forme la plus générale par rapport aux autres

graphes d’événements temporels.

Graphes d'événements
a flux temporels

Graphes d'événements :
Graphes d'événements - p-temporels
temporisés - arcs temporels

Graphes d'événements
t-temporels

Figure 2.17 : Classification des graphes d’événements

En particulier :
- le modele algébrique du graphe d’événements t-temporel correspond a la sémantique du Et-
Faible du graphe d’événements a flux temporel, les arcs entrant, de chaque transition, ayant les
mémes valeurs d’intervalle.
- le modele algébrique du graphe d’événements a arcs temporel est identique a celui du graphe

d’événements p-temporel et correspond a la sémantique du Et-Pur du graphe d’événements a
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flux temporel.

- le modele algébrique du graphe d’événements p-temporisé en dateurs correspond au terme
(max, +) f~(z) < z des sémantiques Et-Pur ou Et-Faible. En fonctionnement au plus tot, il
correspond au Et-Faible avec f~(z) = f*(z).

Symétriquement, le modele compteur des GET correspond au terme (min, +) z > f*(x)
des sémantiques Et-Pur ou Et-Faible. En fonctionnement au plus grand rang, il correspond au
Ou-Fort avec f~(z) = f1(2).

En résumé, les sémantiques du Et-Pur et Et-Faible englobent tous les types de graphes

d’événements lorsque les dateurs sont considérés.

2.6 Autres modeles : exemples de systémes (min, max,+)

Comme précédemment, ’objectif est de donner des exemples de modélisation de comporte-

ment temporel sous forme de contraintes de types (min, max, +).

2.6.1 Systéme de production : “Descriptor systems”

Dans cet exemple [Ols91a] et [Ols93], on considere le systeme de production présenté dans
la figure 2.18. Nous commencons tout d’abord par une description détaillée du mode de fonc-

tionnement de ce systeme.

a b C
%@%
q, qx qQ3

Figure 2.18 : Exemple d’un systéeme manufacturier

On associe & chaque noeud ¢, go et g3 respectivement, une boucle, avec une temporisation
a, b et ¢ qui indique le temps d’exécution d’une tache. La livraison de produit aux noeuds ¢o et
g3 par q1 se fait d’'une maniere simultanée. Les deux noeuds délivrent des produits & g3, et c’est
le premier produit arrivant, qui sera traité en premier par ¢gs. Le fonctionnement du systeme est
dit FCFS'® Pendant que ¢ traite une activité, il peut recevoir au plus, un produit provenant de
q1, qui peut étre conservé dans un stock représenté par un rectangle dans la figure 2.18. Si ce

stock est plein, le noeud ¢ doit attendre qu’il soit vide, avant de lui livrer un produit. Le noeud

OFCFS: First Coming First Served que 'on peut traduire en francais comme le premier arrivé est le premier

servi
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q3 a aussi un stock d’entrée qui peut contenir deux produits au maximum. Par conséquent, pour
amorcer le traitement d’une activité, chaque noeud doit livrer son (ses) produit(s) a son (ses)
noeud(s) destinataire(s).

Pour décrire mathématiquement le systeme étudié, on fait correspondre a chaque noeud g; la
quantité x; (k) qui représente la date de franchissement de la transition x; (date de livraison d’un

produit par un noeud ¢;). Nous obtenons le modele suivant:

z1(k+1)=a® (k) D xa(k) ® x3(k)
2ok +1) =a®@x1(k) ®b® xa(k) ® z3(k) (2.43)
23(k+1) = (a@z1(k) ANb® x2(k)) ® (c @ 23(k))

Afin que le dernier produit arrivant & I’entrée de g3 puisse étre traité, on introduit une transition
fictive x4 dans le réseau de la figure 2.18. En réalité, la transition x4 est la méme que x3, et son

principal role est de s’occuper du dernier produit livré par ¢ et go. Le systeme 2.43 devient :

[ 21(k+1) = a® z1(k) ® 22(k) ® 24(k)
r2(k+1) =a®@x1(k) ©b® xa(k) © 24(k)
r3(k+1) = (a®@z1(k) Ab® x2(k)) ® (c @ 24(K))
za(k+1) =24k +1) =Plla®@z1(k) Db z2(k) D 2c @ z3(k + 1)), (c® a ® z1(k)
Ae® b @ xo(k))]

(2.44)
Le fonctionnement dynamique du systéeme de la figure 2.18 est donné par 2.44. Nous consta-
tons que ce dernier modele comporte a la fois les trois opérations qui sont la maximisation,
la minimisation et l'addition. Le modele 2.44 se présente donc sous forme d’un systeme de
type (min, max, +). Le systéme 2.44 correspond au modele suivant f~(x) < z < fT(x) avec
f~(z) = fT(x) = f(x). La fonction f(z) est de type (min, max, +).
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2.6.2 Systeme logique

Pour la conception de cet exemple, on s’est inspiré des résultats des travaux de [CDY02] et
[Tha04].

Y

\V4

\V4

(a) (b)

Figure 2.19 : Systéme a circuits logiques et son graphe de contraintes temporelles

La figure 2.19a donne l'exemple d’un systéme électronique composé de circuits logiques
interconnectés. Nous traitons le cas d’un circuit constitué par I'interconnexion de portes logiques
ET et OU. L’instant de sortie d’un signal d’une porte logique ET, est le maximum entre les
instants d’occurrences des signaux d’entrées. En revanche, pour une porte logique OU, c’est le
minimum entre les instants d’occurrences des signaux d’entrées. Pour chaque type de portes
logiques, on associe un intervalle qui caractérise une délimitation des instants, au plus tot et
au plus tard d’obtention du signal de sortie. La figure 2.19 montre le graphe de contraintes

temporelles associé au systeme de la figure 2.19a. Nous obtenons les inéquations suivantes :

(a+1D)AbB+1)<d<(a+2)A(b+2) (2.45)
b+3)®(c+3)<e<(b+4)®(c+4) (2.46)
e+ DA(c+1)<g<(e+2)A(c+2) (2.47)
(a+3)a(d+3) < f<(a+d)@(d+4) (2.48)

On retrouve ainsi une forme analogue aux sémantiques du Ou-Fort et du Et-faible des graphes
d’événements a flux temporels.
En injectant les équations 2.45 et 2.46 dans 2.47 et 2.48, nous arrivons a exprimer les con-

traintes liées a f et g en fonctions de a, b et ¢ comme suit :
(a+3)®((a+14+3)ANbB+1+3)<f<(a+4)Dd((a+24+4)N(b+2+4)) (2.49)

(c+DA((D+3+1)D(c+3+1)<g<(c+2)AN((b+4+2)B(c+4+2)) (2.50)
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Nous aboutissons aux équations 2.45, 2.46, 2.49 et 2.50 qui caractérisent le comportement tem-
porel du systeme modélisé. Elles traduisent les contraintes temporelles liées a chacune des portes
logiques de la figure 2.19.

Nous concluons que le systéme mis sous forme d’équations de type (min, max, +) est déja tres
complexe bien que le systeme physique logique soit tres simple et ne comporte qu'un nombre

réduit de composants.

2.7 Conclusion

Ce chapitre a eu pour objectif de montrer, a travers des exemples aussi concrets et variés
que possible, que la modélisation d’un certain nombre de problemes peut étre décrite par des
équations ou inéquations de type (max,+), (min,+) et (min, max, +). A notre connaissance,
c’est la premiere fois que le lien entre les graphes d’événements temporels, et ’algebre des dioides

a été établi.

Certains modeéles sont particuliérement compliqués, comme les systémes logiques qui n’ont
pourtant pas une réputation de complexité. On trouve cette complexité dans les graphes
d’événements a flux temporels et en particulier, pour certaines sémantiques comme le OU ou
le Maitre. Dans ce chapitre, une classification des modeles a été proposée d’un point de vue
algébrique, afin de faciliter toute future recherche dans ce domaine. Cette classification se base
sur le type des fonctions obtenues pour chacune de ces sous-classes. Le graphe d’événements
a flux temporel représente ainsi le modele algébrique dont la forme est la plus générale. On
pourra cependant se limiter en dateurs, aux sémantiques du Et-Faible et du Et-Pur, car celles-ci

integrent tous les types temporels des différents graphes d’événements considérés.

La description du mode de fonctionnement au plus tard a été introduite. Ce modele est
spécifique a ces graphes d’événements temporels ou ’on a des contraintes sur la durée de séjour
maximale des jetons dans les places. D’autre part nous avons montré que la notion du fonc-
tionnement au plus tot des graphes d’événements p-temporels ne peut étre définie de maniere
analogue aux GET. En d’autres termes, nous avons montré que le fonctionnement au plus tot
(et au plus tard) pour les graphes d’événements p-temporels ne peut étre prise localement (entre
une place et une transition) mais globalement, sous peine de blocage du systéme. On ne peut
donc pas transposer les notions fondamentales d’équations d’état et de fonction de transfert des

GET sans une certaine adaptation, si celle-ci est possible.

Un travail d’analyse et d’exploitation de différents modeles obtenus sera ’'objet des chapitres

suivants.



Chapitre 3

De la validation des modeles a la
vivacité des graphes d’événements

p-temporels

3.1 Position du probleme et contexte de ’étude

Dans ce chapitre, le premier point sera consacré a 1’étude de la validation des modeles
d’intervalles. Cette étude consistera a analyser la compatibilité dans plusieurs cas de systémes
de type intervalle. On établira des conditions permettant de vérifier respectivement la com-
patibilité des systemes de types : ((max, +), (min, max, +)), ((min, max, +), (min, +)) et
((max, +), (min, +)). Le systéme ((max, +), (min, +)) sera considéré comme un cas particulier
des deux autres systemes. Les résultats qui seront énoncés dans 1’étude de la compatibilité des
systémes ((max, +), (min, max, +)), ((min, max, +), (min, +)) seront alors adaptés et par-
ticularisés a I’étude de la compatibilité le systeme de type ((max, +), (min, +)). Comme nous
I’avons montré au chapitre 2, chacun de ces systémes peut correspondre & un modele (graphe
d’événements) précis. En particulier, le modele d’intervalle de type ((max, +), (min, +)) corre-

spond bien aux graphes d’événements p-temporels.

Nous exposerons ensuite un rappel sur les méthodes existantes analysant la vivacité dans les

graphes d’événements temporels (en particulier p-temporels).

Enfin, nous proposerons une premiere approche qui utilise les résultats énoncés dans le
premier point afin d’analyser la vivacité des graphes d’événements p-temporels : nous allons
exploiter et appliquer alors les résultats établis dans 1’étude de la compatibilité du systeme
((max, +), (min, +)) pour traiter le probleme de la vivacité. Cette approche est basée sur

le calcul du vecteur spectral. Une deuxieme approche spécifique aux graphes d’événements p-
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temporels sera également proposée. Cette derniére approche est basée sur les séries de matrices
qui seront introduites dans ce chapitre. Nous conclurons ce chapitre par une illustration des
deux approches.

Ce chapitre rassemble les contributions de [DADO04] et [DDA04] et quelques résultats présentés
dans [DDAO05a].

3.2 Validation des modeles

3.2.1 Modele d’intervalles

Il a été montré dans le chapitre 2 que le modele correspondant aux différentes classes de
graphes d’événements temporisés et temporels peut sous mettre sous la forme initiale suivante :
z(y) = z(y) A fH (), "2 (9), u(),s - Y u(y) (3.1)

z(7) = z(7) @ f(2(7), -, Y2 (V) w()s s Y u(7))

ol fT et f~ sont deux fonctions appartenant & 'ensemble des fonctions (min, max, +) et m est
le nombre de jetons présents dans chaque place.

Les composantes du vecteur u correspondent aux transitions d’entrée. Pour simplifier I’écriture,
nous supposons que le vecteur x comprend aussi le vecteur y des transitions de sortie. Les fonc-
tions fT(.) et f(.) représentent respectivement les bornes supérieure et inférieure & = dont la
trajectoire évolue entre ces deux bornes. En particulier, si la borne inférieure f~(.) est de type
(max, +) et la borne supérieure tend vers l'infini (f*(.) = +o00), alors, le systeme classique

(max, +) linéaire qui modélise les graphes d’événements temporisés, est retrouvé.

Le type du systéme 3.1 est défini par le type des fonctions f~(.) et f*(.). Le modele 3.2
sera décrit par le couple suivant : (type de f~(.), type de f*(.)). Le type ((min, max, +), (min,

max, +)) représente le cas le plus général pour le systéeme 3.1.

Nous introduisons ci-dessous la définition concernant la notion de compatibilité. Cette
derniere, généralise la la notion d’admissibilité introduite dans la définition 2.14. La théorie

que nous développerons par la suite utilisera cette notion importante.

Définition 3.1. Soit un modéle d’intervalles défini par le couple (type de f~(.), type de f(.)).
On dit que ce systéme est compatible sur un horizon fini ou infini, s’il existe une trajectoire
d’état x et une trajectoire d’entrée u vérifiant les équations de ce modéle d’intervalle sur cet

horizon.

Nous introduisons maintenant une définition relative au calcul du vecteur spectral qui sera

utilisée par la suite.
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Définition 3.2. Soient z < f(x) et le vecteur X, = (z(k),z(k + 1),....,z(k + h))" développé
sur Uhorizon h. La fonction algébrique ®;(Xy) est obtenue en développant x(y) < f(z(7))
algébriquement sur Xp. Cette fonction permet de décrire toutes les relations qui existent entre

les composantes du vecteur Xjp,.

Les théoremes donnés antérieurement 1.56, 1.57 et 1.58 sont applicables dans les cas ou les
systémes ont respectivement les formes z < f(z), x > f(z) et x = f(z) avec f € D*. Cela nous
amene a considérer des systémes qui représentent des cas particulier du modele (type de f~(.),
type de f*(.)). Nous allons donc analyser la compatibilité dans un premier temps des systeémes
de type ((max, +), (min, max, +)). L’approche pour les systemes de type ((min, max, +),
(min)) sera duale. Elle sera donnée afin de formaliser clairement les équations. Enfin, I’analyse
de la compatibilité des systémes de type ((max, +), (min, +)) est un cas particulier important

qui correspond au type des fonctions du modele des graphes d’événements p-temporels.

3.2.2 Compatibilité dans les systémes de type ((max, +), (min, max, +))

Une présentation réduite du systeme 3.1 par des séries formelle en ~y est la suivante :

{ 2(y) < fH(z(7))

(3.2)
z(v) > f(2(v))

. [ =()
(v) = ( u() )

Nous considérons ici le cas ou la fonction f~ est du type (max, +) et f* du type (min, max,
+). La proposition suivante donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que ce type de

systeme soit compatible sur un horizon quelconque.

Proposition 3.3. Soit le modéle d’intervalle donné par 3.2 avec f~(z(7)) de type (maz, +)
seulement. Ce systeme est compatible si, et seulement si, le vecteur spectral de la fonction

G (2(7)) est supérieur ou égal a zéro.

G o) = ( FHEON A CFr ) 02ty )

(=Fy () ox(y)

ZGBOAJQM’ 6tF{(7)=EIB(JBZ®7’
1= 1=

avec Fy (v)
Preuve : D’une part on a supposé que la fonction f~(z()) est de type (max, +), d’ou I’équation
m . m .
z(y) > P A @v'z(y) ® P B; ®'u(y). Cette derniere inéquation peut se réécrire sous la
=0 i=0
forme :
z(7) 2 Fy (v)a(v) @ Fy (v)u(y)

ce qui nous permettra d’obtenir les deux inéquations suivantes : Fy (y)z(vy) < x(y) et F; (y)u(y) <

2(7) que nous réécrivons sous les formes : fi(x) <z et fo(z) < x.
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m .
D’autre part, les deux fonctions fi et fo sont isotones et S.C.I. (fi(®z) = P A; ®+'(dz) =
=0

(@ A7 ®@v'z) = ®f1(z). Il en est de méme pour f2 ) et fi(e) = ¢ et fo(e) =e. Alors, d’apres
le theoreme 1.28, f1 et fo sont résiduables. D’ou nous aboutissons au systéme d’inéquations

suivant :

u(y) < Fy (M\z(v)

ce qui conduit a la représentation équivalente suivante :

{(ﬂgf(@»( () @)
< (=Fy () ox(y)

{Mwéfﬂ%mAFHWWW)

(3.3)

Finalement, le systéme 3.3 peut se mettre sous la forme réduite suivante : 2(y) < GT(z(v)).
Le systeme de type ((max, +), (min, max, +)) est réduit au systeme de type (—oo, (min, max,
+)), et pour l'analyser, il suffit donc d’appliquer le théoreme 1.56. Si le vecteur spectral de la

fonction G (z(7)) est positif, alors le systéeme ((max, +), (min, max, +)) est compatible.

[]

Proposition 3.4. Le systéme de type ((mazx, +), (min, maz, +)) est compatible si et seulement

si, le vecteur spectral correspondant a la fonction GTF est égal a zéro.

G (2(7)) = G (2(7)) A 2(7)
avec Gt est défini dans la proposition 3.5.

Preuve :

La démonstration est immédiate. Il suffit de reprendre I'équation z(y) < Gt (z(7)), il en
résulte alors que z(7y) = z(v) A GT(2(v) ce qui conduit & la nouvelle forme 2(y) = G (2(v)) =
2(7) A GT(2(y). Cela nécessite lapplication du théoréeme 1.58 pour vérifier 1'existence d’une

solution finie.
L]

Jusqu’a maintenant, nous avons traité le probléme de compatibilité des systéemes ((max, +),
(min, max, +)) sans nous occuper de I’horizon d’analyse. En effet, les résultats que nous avons
introduits et qui sont énoncés par les deux proposition 3.3 et 3.4 sont valables en général, quel
que soit I’horizon du travail considéré. Or, dans le cas pratique, la dimension de I’horizon est
une notion primordiale, et c’est ce que nous allons illustrer dans la partie réservée a ’analyse de
la vivacité. C’est pour cela que nous allons étudier par la suite la compatibilité des systemes de

type ((max, +),(min, max, +)) avec la prise en compte de I’horizon d’analyse.

Remarque : Auparavant, les équations d’état considérés sont représentées par des séries formelle en ~.

Ce type de présentation nous a permis de manipuler des formes plus concises et réduites. En revanche,
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dans la suite de cette section, nous aurons besoin des formes d’état plus précises tenant compte ’horizon.
Ceci, nous amenera a utiliser des équations d’état en dateurs, parametrées en k.

O

Nous considérons les deux formes suivantes et qui peuvent se déduire a partir du systeme

3.2 ou bien 3.1 (en prenant m =1) :
z(k) < fH(x(k),z(k —1),u(k)) (3.4)

2(k) > S (a(k),e(k - 1), u(k)) (3.5)

Les deux formes 3.4 et 3.5 peuvent représenter une modélisation d’un graphe d’événements
(temporisé ou temporel) dans lequel les places existant entre une transition d’entrée et interne,
ne contiennent pas de jetons. En revanche, les autres places contiennent chacune un jeton au

plus.

La proposition suivante analyse la compatibilité des modeles d’intervalles de type ((max,

+),(min, max, +)) sur un horizon déterminé h.

Proposition 3.5. Soit le modéle d’intervalle du type ((max, +), (min, maz, +)) avec

1
£+ )2k +5—1),uk+4) =P A @a(k+j—i) @B @ulk+j) (3.6)
i=0
Ce systéeme est compatible sur I’horizon h si et seulement si, le vecteur spectral de la fonction

g; (zn(k)) est supérieur ou égal a zéro, c’est a dire X(‘I’g;(zh)) > 0.

gn (n(k)) = Fy (zn(k)) A MO\ 2,(k) A zp(k + 1) (3.7)
(k)
z(k+h—-1)
k+h M M
avec zp (k) = a(k+h) , M = = = ,
u(k) Moy | Mo
u(k+h—-1)
u(k + h)
Ay A7 T B~ T T
T T
My = et Moy =
: Ay AT E B~
T A T .. B~

FF(z,(k)) est une matrice colonne constituée de deuz blocs. Les coefficients du premier bloc
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supérieur sont les h+1 fonctions fJJr telles que, pour chaque élément j de z,(k), on a la relation
(zn(k)); < ff(:v(k+j), x(k+7—1),u(k+7)). Les éléments du deuxiéme bloc sont égauz a T. Les

coefficients des deux matrices My et Moo sont tous égaux U'infini, c’est a dire Mo = Moo =T.

Preuve :
w(k+37) < ff @k +4), 2k + 5 —1),u(k + 7))
Pour 0 < j < h nous avons: x(k+j—1) <z(k+7)
u(k+j—1) <u(k+j)

Aussi, on a :
Ay @x(k+j) A @x(k+7j—1)®B~ Qu(k+j) < x(k+j). En appliquant le théoreme 1.32,
nous arrivons au systeme :
2k + ) < Ay \w(k+j)
= alk+i—1) < A7 \alk +5)
u(k+7) < B~ \z(k+j)
La concaténation des deux derniers systemes, donne la forme suivante : V0 < j < h

w(k+7) < f (@(k+7),2(k+ 7 — 1), u(k + )
NG\ @k +5) NAT \a(k+ 5+ 1) Ax(k+j +1) (3.8)
u(lk+j)<B \axk+j)ANulk+j+1)

et en particulier, pour j = h, on a :

f}f(x(k +h),x(k+h—1),u(k+h)) NA; \z(k+h)
B\ xz(k+h)

IN A

xz(k+h)
u(k + h)

Finalement, nous aboutissons a la forme matricielle :
zp(k) < F,;L(zh(k)) AMEN 2z (k) Az (k4 1)

— z(k) < gjf (za(k))

Dire que l'inéquation z,(k) < g (z(k)) admet une solution finie, est équivalent & vérifier que
le vecteur spectral de la fonction g,f(zh(k)) est positif ou nul. L’étude de la compatibilité du
systeme de type ((max, +), (min, max, +)) sur I’horizon h est réduite a I’étude d’un systéme

de type (—o0, (min, max, +)) sur le méme horizon.
[]

Afin d’informatiser les équations précédentes sans faire appel & la résiduation, nous pouvons
décomposer le systeme d’inéquations 3.8 pour obtenir une forme plus développée. Notons tout
d’abord que dans l'algebre (max, +), le signe moins habituel peut étre remplacé par la relation
suivante: [X;;]®C1 = —[X;;].

Pour chaque élément (A; ), # €, nous pouvons écrire (A; )i @ xm(k + 75 — 1) < x(k + j) et
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par conséquent:
k4 =) < (A0 ™ @ @k + j)

lm

Aussi, pour chaque (B )y, # €, nous aurons (B™ )y, @ um(k+ j) < zi(k + 7)

o um(k+5) < (B @ ay(k + j)

Ilm

Pour chaque composante ¢ des vecteurs x et u, on a :

zilk+3) < On A A7 @aulk+ A
(Ag e
A AP @ ayk+ 5+ 1) Aai(k + 5+ 1) (3.9)
(A7 u#e
wlk+) < A (B owk+j)

3.2.3 Compatibilité dans les systémes de type ((min, max, +), (min, +))

L’étude de la compatibilité des systémes de type ((min, max, +), (min, +)) est dual par
rapport aux systemes ((max, +), (min, max, +)). Dans cette partie, nous allons énoncer des
résultats sans démonstrations car ces dernieres sont duales aux preuves déja présentées dans le
cadre de ’étude des systeémes ((max, +), (min, max, +)). Toutefois, des explications seront
données a chaque fois qu’il nous le paraitra nécessaire afin de faciliter la compréhension de ces

résultats.

Proposition 3.6. Soit le modéle d’intervalle donné par 3.2 avec f+(z(y)) est de type (min,
+) seulement. Ce systéme est compatible si et seulement si, le vecteur spectral de la fonction

G~ (z(7)) est inférieur ou égal a zéro.

—(» _
G@w»::<f (WD@(F(V)) <>>

(—Fy (7)) @ 2(

avec Fif (y) = /\A+®’y et By (v) = [\OB;L@’yi

A+ Oyx(y) A

>3

Preuve : La fonction f*(2(7)) est de type (min, +), d’ou I'équation z(~) <
0

/\0 B ®~'u(7). On obtient les deux inéquations : Fy" (v)x(y) > z(7) et Fy (y)u(y) > z(y). Les

deux dernieres inéquations peuvent se mettre sous la forme : fi(x) > x et fo(z) > x. D’apres

le théoreme 1.29, les fonctions f1 et fo sont dualement résiduables puisqu’elles sont a la fois
isotones et S.C.S. (fi1(Az) = /\ AF @y (rz(y)) = A( /\ Af ®~'z(y)) = Afi(z). De la méme
maniere, on peut montrer que f1 est S.C.S.), isotone et fl( ) =T et fo(T) =T. Le reste de la

démonstration est le dual de la preuve du théoreme 3.3.
Le systeme de type ((min, max, +), (min, +)) est réduit au systéme de type ((min, max, +),
+00), et pour l'analyser, il suffit donc d’appliquer le théoréeme 1.57.

[]
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Proposition 3.7. Le systéme de type ((min, maz, +), (min, +)) est compatible si et seulement

si, le vecteur spectral correspondant a la fonction G~ est égal a zéro.

G (2(7) =G (2(7) ® 2(7)
avec G~ est défini dans la proposition 3.6.

Proposition 3.8. Soit le modéle d’intervalles du type ((min, maz, +), (min, +)) avec

1
[ @k + ), a(k 45— 1), ulk + 7)) = /\ AfF ©ox(k+j—1i)ABT ©u(k+j) (3.10)
=0
Ce systéme est compatible sur ’horizon h si et seulement si, le vecteur spectral de la fonction

gy, (zn(k)) est inférieur ou égal a zéro, c’est a dire X(@g}: (zn)) < 0.

gy, (zn(k)) = F) (zn(k)) ® N\ 2, (k) @ zp(k — 1) (3.11)
N- N
avec N = 1 L2 ,
Na1 | Nag
A5 AT £ BT ¢ S
5 €
Ny = s Nop= |
Af AT : Bt
c AaL € ... BT

et Nig = Nag = € (Ni2 et Noo sont deux matrices nulles). Fy (zp(k)) est un vecteur dont
les premiers h + 1 éléments sont les fonctions f; telles que (z(k)); = f; (x(k +j), x(k +j —
1),u(k + 7)) pour tout 0 < j < h. Le reste des coefficients sont égauz a e.

Preuve : Ici, la forme matricielle que nous cherchons est donnée comme suit :
2 (k) > Fy (2n(k)) © N\ 2, (k) @ 2, (k — 1)

= 24(k) > g;, (2n(k))

L’étude de la compatibilité du systeme de type ((max, +), (min, max, +)) sur 'horizon h est

réduite a I’étude d’un systeme de type ((min, max, +), +00) sur le méme horizon.

Comme dans les systémes ((max, +), (min, max, +)), on associe a chacune des composantes des
vecteurs x et u, une contrainte par dessous. La forme développée correspondante aux inéquations

équivalentes a 3.8 est donnée par le systeme suivant :

zk+ )= (7)o @ AOHP T ouk+ o
(AN AT
D AP @mk+) @xilk+j—1) (3.12)
(AN u#T
wk+5)> @ B @nk+))
(BMu#T
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3.2.4 Compatibilité dans les systémes de type ((max, +), (min, +))

Nous considérons maintenant le systéme (f~, f) de type ((max, +), (min, +)) avec :

f(z(y) = %AZ ®7'z(y) ® %B{ ® y'u(y)

= | = | (3.13)
[rEm) = A A O z(y) A A B} ©~'u(v)

Ce dernier modele est considéré comme un cas particulier des systémes ((max, +), (min, max,

+)) et ((min, max, +), (min, +)).

Proposition 3.9. Le systéme 3.13 est compatible si et seulement si, le vecteur spectral de la
fonction GT(2(v)) (respectivement G~ (2(7))) est supérieur (respectivement inférieur) ou égal a
Z€r0.

Gt (2(7)) et G=(2(7)) sont définies respectivement dans les propositions 3.3 et 3.6.

Preuve : La démonstration est immédiate. Elle est analogue & celle de la proposition 3.3

(respectivement 3.6).

[]

Corollaire 3.10. Si le systéme 3.13 est compatible, alors sont équivalents :

(i) le vecteur spectral de GT(2(7)) est positif ou nul,

(73) le vecteur spectral de G~ (z(7y)) est négatif ou nul.

Preuve :
(i) = (i)
Supposons que le vecteur spectral de la fonction G soit positif, alors le systéme de type ((max,
+), (min, +)) (3.13) est compatible. D’ot, x(G~(z(7))) < 0 d’apres la proposition 3.9.
(i) <= (i1)
Nous supposons maintenant qu’on a x(G~(z(7))) < 0, le systeme 3.13 est alors compatible, et

d’apres la proposition 3.9, le vecteur spectral de la fonction GT est positif.

[]

A travers la proposition 3.9, nous avons indiqué que le systéme initial donné par 3.13 peut
admettre deux représentations possibles G~ (z(7)) < z(7y) ou 2(7) < GT(z(7)). L’analyse de la
compatibilité du systeme 3.13 est réduit a l'analyse de I'un des deux systemes de type (—oo,

(min, +)) ou ((max, +), +00) qui sont équivalents.
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Afin de prendre en compte ’horizon d’analyse nous allons considérer le modele ((max, +),

(min, +)) avec :

F7 (k4 ) ol + 5 — 1), ulk + ) = QA;@x(kw—z‘)eaB—@u(kw)

FF @+ ) a(b+ 7 — 1), u(k+ 1) = A AF @b+ —i) A B © ulk+ )
1=0

(3.14)

Remarque : Le systéme 3.14 peut étre déduit facilement du systeme 3.13. Une conséquence est une

éventuelle augmentation de la dimension du vecteur d’état.

Proposition 3.11. Le systeme 3.14 est compatible sur [’horizon h si et seulement si, X(‘I)g; (zn)) >
0 (respectivement x(fbg; (z)) <0).
Les fonctions g;f (z1(k)) et g; (21,(k)) sont données respectivement par 3.7 et 3.11.

Corollaire 3.12. Soit le modeéle d’intervalle donné par 3.14, si ce systéme est compatible sur
l’horizon h, alors les deuz points suivants sont équivalents :

() (P, (21)) > 0 avee g (za (k) = B (k) A M\ 25 (k) A 2k + 1),

(i) x(®y-(2n)) < 0 avec g, (za(k)) = F (zn(k)) & N*\' 2 (k) ® zn(k — 1).

Les démonstrations pour la proposition 3.11 et le corollaire 3.12 sont analogues a celles

données respectivement pour la proposition 3.9 et le corollaire 3.10.

3.3 Vivacité dans les graphes d’événements p-temporels

3.3.1 Etat de l’art
3.3.1.1 Approche classe d’états

L’approche basée sur le graphe des marquages accessibles dans le cadre de I’étude des réseaux
de Petri généralisés a souvent montré une incapacité a 'analyse et la vérification de la vivacité
dans le cas général [Mur89]. Cette méthode a pour objectif de trouver toutes les séquences pos-
sibles et tous les états possibles. Le fait d’introduire du temps sur un réseau de Petri rend cette
analyse encore plus difficile. L’analyse énumérative (on dit aussi I’analyse par énumération) est
une méthode qui permet de mettre en évidence les propriétés d’un systeme modélisé par des
réseaux de Petri p-temporels. Elle est basée sur 'approche dite “classe d’états” qui nécessite
la construction d’un graphe de couverture (arbre de couverture) : elle permet de caractériser la
situation du réseau a tout moment donné. L’intérét de I'analyse énumérative est de limiter le

nombre d’états accessibles & partir d’un état donné.
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Nous exposons brievement les principes de ’approche classe d’états. Nous savons que le
passage de I’état initial a un état accessible, se fait par le franchissement d’une séquence de
transitions o. Plusieurs instants possibles de tir d’une transition z; de cette séquence peuvent
exister, d’ou le grand nombre d’états possibles que ’on peut obtenir, et qui correspond au
franchissement d’une méme transition x;. Pour remédier a ce probleme, on va définir alors un
ensemble d’états qui regroupe tous les états accessibles depuis 1’état initial, par le franchissement
a tous les instants possibles qui correspondent & la méme séquence o. Ainsi, la classe d’états est

définie par cet ensemble d’états associée a la séquence o.

Une classe d’état est définie comme un couple < M, D >, ou M est le marquage commun
a tous les états de cette classe. Les intervalles de tir potentiels associés aux jetons, sont définis
dans le domaine D. Les démarches qui permettent d’établir les conditions de franchissement
d’une transition a partir d’'une classe d’états donnée, et ainsi de calculer la classe suivante, sont
données en détail dans [Kha97] et [BD91]. La construction du graphe des classes vient juste
apres le calcul de toutes les classes d’états possibles. Grace a ce graphe, on pourra connaitre
tous les états accessibles possibles, déterminer les séquences de tir réalisables et enfin vérifier les
propriétés d'un graphe d’événements p-temporel. En résumé, 'approche classe d’états, permet

de connaitre toutes les évolution possibles d’un systeme.

Toutefois, cette approche présente des difficultés pour la construction de ’arbre de couver-
ture, puisque le calcul d’une classe d’état suivante est souvent tres difficile. En plus, on a souvent
un risque d’explosion combinatoire du nombre d’états possibles. Aussi, il a été démontré dans
[BD91] (dans le cadre d’études sur les RdPs t-temporels) que si les bornes des intervalles tem-
porels ne sont pas finies et\ou le réseau n’est pas borné alors, le nombre de classes d’états est

infini. Ce méme résultat a été confirmé dans les travaux de [Kha97] pour les RdPs p-temporels.

3.3.1.2 Approche état entier

Plus commode pour vérifier et analyser les propriétés d’un graphe d’événement p-temporels,
'approche dite “état entier” a été proposée dans [Kha97] et [Pop91]l. Elle est caractérisée par
le fait que le franchissement des transitions d’une séquence se fait a des instants entiers. Bien
que les dates de franchissement des transitions peuvent étre réelles, I’approche état entier ne
s’'intéresse qu’aux dates entieres. L’examen de départ d’un jeton d’une place a une date entiere

devient systématique. Le calcul de I’état suivant devient alors plus facile (voir la figure 3.1).

Nous rappelons ici un résultat énoncé dans [Kha97] relatif a I'analyse de la vivacité des
réseaux de Petri p-temporels. Ce résultat stipule qu’un réseau est vivant si et seulement si, dans

le graphe des états entiers, pour chaque transition, il existe un arc associé et un chemin qui relie

’approche état entier dans [Pop91] a pour objectif ’étude des RdPs t-temporels



90 CHAP 3. De la validation des modeéles a la vivacité des graphes d’événements p-temporels

cet arc, a tous les autres arcs associés aux autres transitions du réseau.

En revanche, 'approche état entier présente aussi des limitations. Tout d’abord, elle ne
traite que les RdPs p-temporels dont les bornes des intervalles associés aux places, sont finies.
Ensuite, pour les intervalles temporels, la différence entre la borne minimale et maximale, ne
doit pas étre tres grande. Autrement dit, il faut considérer des intervalles réduits. En plus, cette

méthode ne permet pas de suivre tous les états possibles et accessibles.

Exemple 3.1 :

On consideére ici un exemple déja exposé dans [Kha97] d’un graphe d’événements p-temporel.

[0, 1]

X X

(1,2]

@

Figure 3.1 : Un graphe d’événements p-temporel et le graphe des états entiers correspondant

Cet exemple nous permet de montrer I’application de cette approche afin d’analyser la vivacité du

graphe de la figure 3.2a. Les notations suivantes sont utilisées dans cet exemple :
e F; : un état entier ¢ décrivant le graphe
e M, : marquage du graphe correspondant a ’état E;
e (G; : I'age des jetons correspondant au marquage M;

» "

e : le symbole indique qu’il n’y a pas de jetons dans la place associée

H)
)

Les états obtenus sont :

Ey = (MO_(LO)?GO_ ( 0 ))a E, = (Ml :(1,0),Go: <

—_

Ey,=|M;=(0,1),Gs = 0 >,E3=<M3=(0,1)7G3=

et E4= <M4=(0,1),G4: ( 9 >>

A partir de ’analyse du graphe de la figure 3.1b, nous pouvons conclure que le graphe d’événements

—_

p-temporel de la figure 3.1a est vivant.
En résumé, les approches précédentes sont basées sur des combinatoires conduisent a des ex-
plosions du nombre d’états. Il est donc nécessaire de développer une approche spécifique aux

graphes d’événements p-temporels.
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3.3.2 Re-formulation du modeéle

Dans le cadre d’une approche que nous proposerons dans cette partie pour 'analyse de la
vivacité, il est intéressant d’obtenir un modele plus concis a partir d’'un graphe de départ quel-
conque. Plus précisément, on veut aboutir & un graphe d’événements p-temporel dans lequel
toute place qui relie deux transitions internes, contient exactement un jeton, et les places liées

aux transitions d’entrée et de sortie ne contiennent pas de jetons.

Une contrainte aux transformations nécessaires est de modifier le modele du graphe d’événements
p-temporel sans cacher ou supprimer d’éventuels problemes dans le modeéle non simplifié : I'image
du graphe d’événements p-temporel doit encore étre fidele. Pour répondre & ce probleme, nous
allons présenter maintenant une démarche que nous avons adoptée pour la re-formulation des

graphes d’événements p-temporels dont le modele est donné par le systeme 2.26.

Etape 1 : réduction de 'horizon de I’équation ARMA.

La réduction de I'horizon de ’équation ARMA est interprétée graphiquement par un éclatement
de chaque place, qui contient un nombre de marques strictement supérieur a un, en un en-
semble de places contenant chacune, exactement, une marque. Evidemment, des transitions
intermédiaires (fictives) seront aussi introduites entre les places nouvellement créés. Apres cet
éclatement, seule la place d’origine gardera son intervalle de temporisation et nous associons des
intervalles de temps nuls ([0, 0]) au reste des places que nous venons de créer. Le comportement
du graphe reste identique apres cette transformation. En effet, les m — 1 jetons distribués sur
les pjm—1 places (voir figure 3.2b) dont les temporisations sont nulles, seront obligés de quitter
ces places des l'instant ¢ = 0. Tous ces jetons rejoindront la place pj,, et pourront a nouveau
franchir z; entre les instants a; et b; comme c’était prévu initialement, c’est a dire, avant la

transformation du graphe 3.2a en 3.2b.

[aj bj] m jetons
< | f{ Iy

J‘ U Ti

Pj
(@

[0 0] [0 0] [a b
O O O
P, i P, . P,

(b)

Figure 3.2 : Deux graphes d’événements p-temporels
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Le graphe d’événements p-temporel de la figure 3.2a est équivalent au graphe de la figure
3.2b. En effet, Pour que le graphe de la figure 3.2a respecte un fonctionnement admissible, x;(7)
doit satisfaire : a; ® z;(y)7v™ < zi(y) < bj ©® zj(y)y™ Or, un fonctionnement admissible du

graphe de la figure 3.2b s’exprime par le systeme suivant :

0@ zj(y' <z, (7) 0O z;(y)A!
0@ zj, (V' < 2jy(7) 0Oz, (7)y!

O ® xjm—2 (’Y)’yl S xjm—l (7) S 0 @ xjm—2 (7)71
L aj @z, (DY < @i(y) < bj O xj,,_ ()Y

Par une simple substitution de x;,, , dans la derniere équation du systéme précédent par sa
formule donnée par I'avant derniere équation du méme systeme, on aboutit a: a;®x;,,_, (7)7? <
zi(7) < bj ® 2, ,(7)y%. Nous procédons ensuite & des substitutions successives de la méme
maniere et en parcourant tout le systéme, on exprime z;(7y) en fonction de z;(y). On retrouve le
modele : a; ® ()7 < xi(y) < bj®xj(y)y™ . Les deux graphes 3.2a et 3.2b sont représentés
par le méme modele mathématique, d’out la conclusion sur I’équivalence entre les deux derniers

systemes.
Nous passons maintenant a la deuxieme étape de cette procédure de re-formulation.
Etape 2 : suppression de la partie statique.

Supprimer la partie statique du systeme, signifie transformer le graphe de telle fagon que
I'on obtienne un modele décrivant un graphe dans lequel les places (hormis celles d’entrée et de
sortie), contiennent exactement un jeton. Notons que lors de la transformation effectuée dans
I’étape 1, une extension du vecteur d’état se produit. Ce nouveau vecteur d’état sera donné par

X. La nouvelle présentation d’état donnée par :

{ X >PA X @AY (315)

X >YAfx oy tAtY

A travers un exemple pédagogique simple, nous allons essayer de supprimer la partie statique

par deux approches différentes.
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p@ [4T)] [013]

[45]

(@ (b)

Figure 3.3 : Graphe d’événements p-temporels et un graphe simplifié

Prenons le graphe d’événements p-temporels donné par la figure 3.3a. Nous allons essayer

de simplifier le graphe de la figure 3.3a dont le modele d’état est de la forme :

{ x> Ajz ey AT (3.16)

x> Afr oyt ATz

0 -3
avec T = 1 , Ay = °° AT = c ,AO+: ¢ etAf: < ¢
To 4 ¢ e € e € —-10

Une premiere approche consiste a transposer directement les résultats relatifs a la simplifica-
tion des GET (voir paragraphe 2.3.3) sur les graphes d’événements p-temporels. En appliquant
le corollaire 1.36 sur chacune des inégalités du systeme 3.16, nous obtenons un nouveau modele

3.17 correspondant au graphe de la figure 3.3b.

{ >y Ay @ Al

(3.17
>y YA @ ATz )

0 —13
wee Mo = (i 4 ) e A= ( ~10 i >

Analysons maintenant la figure 3.3a. Sans passer par la construction du graphe de calcul,
nous pouvons déja constater qu’initialement, une synchronisation au niveau de la transition xo
est impossible & cause du marquage initial et de 'incompatibilité des temporisations des places
p2 et ps3. En effet, le jeton qui franchira xq créera en méme temps un jeton dans chacune des
places py et ps, et puisque [1,3] N [4,5] = 0 les deux jetons vont mourir. Un phénomeéne de

désynchronisation sera donc observé.

Maintenant, la constatation que 'on peut faire sur le graphe simplifié 3.3b, est qu’il n’y a
plus de probleme lié a la mort de jetons, et que ce graphe est vivant. Le probléme de mort de
jetons qui surgissait dans le graphe figure 3.3a a complétement disparu apres sa re-formulation.
Remarquons aussi que l'on a affecté a la borne min (respectivement max) de l'intervalle associé

a la place ps de la figure 3.3b, la valeur 0 puisque z1(k) > 0+ x1(k — 1) est toujours vérifié.
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(respectivement py la valeur T, car a partir du modele 3.17 on a z2(k) > € + za(k + 1), d’ou

Nous pouvons donc conclure que ’approche de simplification immédiate que nous avons
présentée ci-dessus, n’est pas valable sur les graphes d’événements p-temporels. Ainsi, d’éventuelles
propriétés peuvent disparaitre au cours de cette transformation en utilisant cette approche. Le
résultat suivant (proposition 3.13) donne les conditions de simplification d’un graphe d’événements

p-temporel sans qu’il ne perde ses propriétés.

En posant Ay @ AS’ = Ay, le systeme 3.15 peut se réécrire :
X>y'A X oAy oy AT (3.18)

Proposition 3.13. Pour qu’un graphe d’événements p-temporels modélisé par 2.26 admette un

graphe simplifié dont le modéle d’état est donnée par le systéme suivant :
xX>HA oy tANXY (3.19)

il faut que Aj existe dans Ry,q, et soit donc différent de T'. Le terme T représente ici est une

matrice dont tous les coefficients tendent vers l’infini +oo.

Preuve : Si Aj existe, alors la plus petite solution de I’équation 3.18 est donnée par :
X =(A)' VA XX oy AT

Chaque trajectoire X du systeme peut alors vérifier ’équation suivante :
X > (A WA X oy AT Y] (3.20)

On pose A~ = AfA™ et AT = A{AT. D’ot le nouveau systéme 3.19.
]

En d’autres termes, nous pouvons passer d’un graphe modélisé par le systeme 3.18 a un
graphe dont le modele est donné par 3.19 sous la condition que la matrice Aj converge. Cette

condition est en réalité une condition de vivacité du graphe d’événements p-temporel.

Reprenons le graphe de la figure 3.3a. Pour pouvoir appliquer la proposition 3.13, nous

considérons le modele suivant décrivant le fonctionnement du graphe 3.3a :

zr\ _ 41( € 0 T of € —3 T 1 e € T
() (E) ) G ) (G D) () e
e -3 T T

, d’ou il est
€ T T

impossible de simplifier le graphe de la figure 3.3a d’apres la proposition 3.13.

avec Ag = Ay ® A = . Le calcul de (Ap)* donne (Ap)* = (
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Nous considérons maintenant un deuxieme cas ou nous modifions I'intervalle de temporisation
associé a la p3 du graphe de la figure 3.3a. Le nouvel intervalle de temps associé a ps3 est :
[2,5]. Nous gardons le méme modele donné par le systeme 3.16, seuls les coefficients de la
matrice A; changent : Aj(2,1) = 2. Avec ce changement, on n’assistera pas au phénomene de

désynchronisation et le nouveau modele préservera la vivacité des jetons. Le calcul du Af donne

0 -3
: (Ag)* = 0 , d’out d’apres la proposition 3.13, il est possible de simplifier le nouveau

graphe de la figure 3.3a. Le nouveau modele est donné par :

X X
( ! ) > (Y'AL @ AT @77 1AL @ AT) ( ! ) (3.22)
€2 Z2

0 —13
wee Wholre A = ( i 2 ) A AT = ( ~10 i )

Le nouveau graphe correspondant au nouveau modele est le méme que celui de la figure 3.3b.
Seule la temporisation associée a la place po change de valeur. La nouvelle temporisation est :
[2,T].

Apres cette phase de reformulation et ce premier résultat sur la vivacité statique des graphes
d’événements p-temporels, nous passons maintenant a ’étude de la vivacité dynamique de ces
derniers. Pour cela, nous allons analyser le systeme 3.19 en vérifiant I’existence d’une trajectoire

admissible. Ceci, fera I'objet d’une étude détaillée, par la suite.

Un graphe d’événements p-temporel est vivant, alors toutes ses transitions le sont aussi.
Cela veut dire, qu’il existe toujours un marquage M tel qu’une transition x; soit franchissable
d’apres la définition de la vivacité. Or, franchir une transition a un instant donné se traduit par
un A; fini pour un événement (horizon) donné. Cela est vrai pour toutes les transitions sur tout

I’horizon considéré. D’ou, une trajectoire X finie sur un horizon h.

3.3.3 Approche basée sur le graphe de calcul et le vecteur spectral

Nous proposons ici une approche basée sur 'exploitation du graphe de calcul relatif a un
graphe d’événements p-temporel. Cette méthode utilise ce graphe de calcul afin de determiner
le vecteur spectral. Nous donnons dans un premier temps, un exemple pédagogique afin de

montrer la construction du graphe de calcul pour un horizon de calcul donné [k, k + 3.
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[a b]
P

Figure 3.4 : Exemple d’un un graphe d’événements p-temporels

A partir du graphe de la figure 3.4, on obtient :
a @~ wj(y) <aily) <bOYa;(7) (3.23)

Deux possibilités sont envisageables pour re-formuler le systéeme 3.23. Nous aboutissons au

premier systeéme suivant :

{ i(v) < by'ai() (3.24)
v'ai(y) < —axi(y)
La deuxieme possibilité est donnée par :
zi(7) = av'a;(v) (3.25)
Yai(y) > —bwi(y)

Pour construire un graphe de calcul, on fait correspondre au systeme d’inéquations 3.24
(respectivement 3.25), le graphe donné par la figure 3.5b (respectivement 3.5a), qui traduit

I’ensemble des contraintes modélisant le graphe de la figure 3.5.

k k+1 k+2 k+3 k+1 k+2 k+3

k
X @

(b) | (a)

Figure 3.5 : Graphes de calcul sur I’horizon [k, k+3] correspondant au graphe de la figure 3.4

Le calcul du vecteur spectral reposera sur le calcul du poids moyen des circuits dans I'un des

graphes 3.5b ou 3.5a.

Le choix d’une re-formulation du modele précédent, afin de le faire correspondre & un
ensemble de contraintes par dessus, ou par dessous est arbitraire. D’ou, une modélisation

mathématique qui peut se mettre sous 'une des deux formes générales suivantes :
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(k) < gy (zn(K)), (k) 2 gy, (zn(k))

ol les fonctions g;f (2, (k)) et g;, (21(k)) sont définies respectivement par 3.7 et 3.11. Comme il a
été montré dans le chapitre 2, la modélisation des graphes d’événements p-temporels correspond
aux systemes de type ((max, +), (min, +)), cette écriture est toujours possible. On peut donc

appliquer la proposition 3.11 et le corollaire 3.12.

Nous introduisons maintenant un résultat qui analyse la vivacité de chacune des transitions

du graphe d’événements p-temporel.

Proposition 3.14. Dans un graphe d’événements p-temporel, les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) La transition z; est vivante sur un horizon h si, Xiyjn(®, ( n)>0.

(1) La transition x; est vivante sur un horizon h si, Xiyjn(®, ( n)) <0
h

]

avec n est le nombre de transitions du graphe d’événements et j €10,

Preuve : Nous montrons tout d’abord la proposition (7).

On a z,(k) < g (21(k)), et d’apres le théoreme 1.56, vérifier l'existence d’une solution finie
pour cette derniére équation est équivalent & ce que le vecteur spectral de g;{(zh(k)) S0it posi-
tif. En particulier, x;(k + h) sera réalisable si et seulement si Xi—i—jn(‘bg:{('zh)) > 0, puisque
Xi+jn((1)g2' (zn)) € X((I)g;(zh))~ On conclut que x; est vivante sur 1’horizon h.

La démonstration de la proposition (ii) est duale & (7).

La démonstration de 1’équivalence entre les deux points (i) et (i7) est une application directe du

corollaire 3.12.

[]

Remarque : la valeur de Xi-s-jn(q)g}j (z1)) correspond au minimum (respectivement Xi+jn(‘1)g; (zr)) <0
correspond au maximum) de tous les poids moyens des circuits, en amont du noeud i, représentant la

transition x; sur ’horizon h.

Exemple 3.2 :.

Nous considérons le graphe d’événements p-temporel suivant pour illustrer la démarche. La figure

3.7 montre le graphe de calcul associé au graphe d’événements p-temporel de la figure 3.6.
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Figure 3.6 : Graphe d’événements p-temporel non vivant

Initialement, nous pouvons vérifier facilement que le graphe d’événements soujacent (sans
considération des intervalles de temps associés aux places) au graphe de la figure 3.6, est vivant
(chaque circuit contient un jeton). En associant des temporisations particulieres a chaque place,
nous pouvons noter que, malgré une vivacité assurée pour le graphe soujacent, le graphe tem-
porel peut étre dans un état de blocage total. Montrant différents comportements, plusieurs cas

peuvent donc se présenter si 'on agit sur les limites des intervalles relatifs aux places.

La premiere étape de cette approche est de modéliser le systeme de la figure 3.6 par des

équations d’état récurrentes sous la forme :

xa(k) +as < z1(k) < z2(k) + bs

(x3(k—1) +a3) ® (za(k — 1) + as) < x2(k)

< (z3(k — 1) + b3) A (za(k — 1) + by) (3.26)
z1(k) + a1 < x3(k) < zi1(k)+ by

z1(k) + a2 < za(k) < z1(k) + bo

La deuxieéme étape consiste a décomposer le systeme d’équations précédent 3.26 et le mettre

sous la forme z < g; (z). Ainsi, nous obtenons le systéme :

z1(k) < (22(k) +bs5) A (z3(k) — ar) A (za(k) — a2)

zo(k) < (z1(k) —as) A (z3(k — 1) + b3) A (z4(k — 1) + bs)
z3(k) < (z1(k) + b1) A (z2(k — 1) — a3)

za(k) < (z1(k) + b2) A (z2(k + 11) — aq)
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k-1 k k+1 k+2 k+3 kt+4 15

Figure 3.7 : Graphe de calcul associé au graphe de la figure 3.6

Cas 1:
Nous considérons maintenant ce premier cas dans lequel nous fixons les bornes des intervalles
comme suit :
[a1 b1] = [0,1], [a2 b2] = [5,6], [as bs] = [0,1], [a4 bs] = [0,1] et [a5 bs] = [3,4].

Nous calculons le vecteur spectral de g;{ a partir du graphe de la figure 3.7. Nous aboutissons

aux résultats donnés ci-dessous :
X2(Pg+(X1)) =5 x1(®g+(X1)) =3

X6(Rgr(X2)) = —F  X5(P4+ (X2)) = 3
En résumé : x(®,+(X1)) > 0 et x(P,+(X2)) <0

En appliquant la proposition 3.14, nous déduisons que le systeme est vivant sur ’horizon
k = 1. En revanche, au dela de cet horizon, c’est-a-dire apres k = 2, on détecte la mort des

jetons. Le systeme perd ces derniers, et la propriété de vivacité n’est plus assurée.

Cas 2 :

Nous considérons un deuxieme cas ou les nouvelles temporisations sont données par :
[a1 b1] = [3,4], [az b2] = [3,4], [as bs] = [1,2], [aq bs] = [6,7] et [a5 bs] = [4,5].

Nous exploitons aussi le graphe de calcul de la figure 3.7. Le calcul du vecteur spectral
(x2(Pg+ (X1)) = =2, x1(®,+(X1)) = —22) et l'application de la proposition 3.14 mon-
trent bien que la synchronisation de la transition xo ne peut étre faite. Les deux jetons vont
mourir, le systeme de la figure 3.6 se retrouve dans un état de blocage des le premier tir car :

X(@g+ (X1)) <.
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Nous avons montré, en utilisant cette approche basée sur le calcul du vecteur spectral, qu’elle
est efficace pour repérer d’éventuels dysfonctionnements liés a une transition comme la mort de
jetons, résultat d’une désynchronisation. En revanche, la complexité du probléme de la recherche
des circuits dans le graphe de calcul, augmente progressivement avec I’horizon du calcul. D’autre
part, il n’est pas possible de conclure sur un horizon arbitraire grand. Ce probléme sera exposé
dans un deuxiéme exemple (voir paragraphe 3.4) ce qui montrera la nécessité de remédier au

probleme de la recherche des circuits dans un graphe de calcul dont I’horizon est grand.

3.3.4 Approche utilisant des séries de matrices

Comme nous I’avons souligné auparavant, un fonctionnement admissible (voir définition 2.14)
garantit la vivacité du systéme. L’étude de tel fonctionnement peut se faire a travers I’étude
des modeles algébriques qui le présentent. En 1’occurrence, il s’agit ici d’étudier 'existence de
trajectoires d’état admissibles. Cette notion de vivacité concerne ’évolution dynamique d’un
graphe d’événements p-temporel qui garantit une évolution sans avoir de morts de jetons qui a

leur tour, peuvent causer éventuellement le blocage du systéme.

Soit la représentation d’état suivante :
X>HA oy tahx (3.27)
Nous introduisons dans un premier temps la définition d’un graphe dynamique G (A, B)

Définition 3.15. Graphe dynamique

Soit deur matrices A et B dans R\X". Le graphe dynamique induit par ces matrices sur un
horizon h que l’on notera Gp(A, B) est défini de la maniére suivante : le noeud ji correspond
a la colonne j et le noeud iy, correspond la ligne i, pour tout k allant de 0 a h. 1l existe un arc

(jk—1,1k) de poids A;j si Ajj # €. De méme, il existe un arc (ji41,i) de poids Byj si Bij # €.

Nous donnons maintenant quelques résultats concernant 1’étude et la vérification de I'existence

des trajectoires finies ainsi que leur interprétation graphique.

Proposition 3.16. Soit une série de matrices wy = A~ @ (w_1)* @ AT avec wy = A~ @ AT.
Une condition nécessaire de l'existence dans Ry,q d’une trajectoire d’état sur un horizon infini,

est que les matrices wy, aient des circuits de poids négatif ou nul.

Preuve :

Soit k, X(k) > A~ @ X(k—1) AT @X(k+1) et

Xk+)>A @X(k)o AT @ X(k+2) =

A @A 2Xk-1)oATX(k+ D)o ATX(k+2) > A A @ X(k—1)0A 9 AT ®
X(k+1) o At @ X(k+ 2) (distributivité de ® par rapport a &®).

Or, ¥(k+1)>A AT Xk+1) AT X(k+2) A @ A- @ X(k—1)
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Une condition nécessaire pour l'existence de X (k + 1) # T est que tous les circuits du
graphe G( A~ ® AT) n’aient pas de circuits de poids positifs. Par conséquent, X(k + 1) >
(A QAT AT X(k+2) DA @ A” @ X(k —1)].

w=A AN et fy =A @A @ X(k—1)

Une récurrence est appliquée. Supposons alors que la propriété H, soit vérifiée telle que Hy
est donnée par : X(k+d) > wg@X(k+d) S AT QX (k+d+1)® 6, et wg = (A~ @w)_; ®AT)
avec tous les circuits de G( wy) ayant des poids non-positifs.

En ce qui concerne l'initialisation de la récurrence, la propriété H; est vérifiée car on a déja :
Xk+1)>A AT X(k+1) AT RX(k+2) DA QA @ X(k—1)

Maintenant, nous allons montrer que la propriété Hy,; est vérifiée. On a :

Xk+d) > (wg) @ AT @X(k+d+1) & By]]

Xk+d+1)>A X(k+d)dAT@X(k+d+2)>

A @ [(wg)* @At X(k+d+ 1)@ Bl o AT @ X(k+d+2) >

A" @ (we)* AT X(k+d+1) A @ (we)* ®B; ®AT @ X(k+d+2)

Si wgr1 = (A” @ (wg)* ® AT) est tel que tous les circuits dans le graphe G( wg11) ont un
poids négatif et 3, | =A~ ®@ (wa)* ® B;

alors, X(k +d+1) > (wgy1)* @ [AT @ X(k+d +2) ® B 4]

En conclusion, Hgyq est vérifiée, d’otut le résultat énoncé dans la proposition 3.16.

[]

La proposition suivante donne une interprétation graphique des séries de matrices wy.

Proposition 3.17. La matrice (wy)* représente le poids mazimal de tous les chemins entre le

noeud iy, et le noeud j dans le graphe dynamique induit Gp(A~, A") développé sur un horizon

*

k. Chaque composante de la diagonale (wy)}; représente le maximum entre le circuit de plus

grand poids et zéro.

Preuve :
X(k)i > (AT )a @ X(k—1); > (A7)y @ (A1) X (k);

(w1)ij = (A~ ® AT);; représente le poids le plus grand entre les chemins allant de jj & iy,
(e = le—1) et (lp—1 — ix) et (w1)
a pas de chemin) allant successivement d’un noeud correspondant & un événement de numéro k

ak—letdek—1ak,ensuitede kak—1etdek—1ak,etainsi de suite.

* représente le poids le plus grand des chemins (zéro s’il n 'y

(wa)ij = (A~ ® (w1)* ® AT);; représente le poids le plus grand entre les chemins allant de
Jr a i en passant successivement par des noeuds correspondant a des événements de numeéros
k,k—1lak—2etdek—2,k—1ak.

Par conséquent, chaque circuit dans le graphe de calcul associé sur ’horizon qui va de k — 1
a k+1, est défini par un chemin qui va de 7511 & ix11 et passant éventuellement dans les noeuds

d’indices k et k — 1, est contenu dans (wz)*. Le méme argument est répété sur un horizon plus
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large.

Proposition 3.18. La série de matrices wy = € et wy = A~ @(wg_1)* QAT est non-décroissante

pour tout k > 1.

Preuve : Nous allons démontrer cette proposition par récurrence. Supposons alors que la pro-

priété Hy : wi—1 > wi—o est vérifiée et montrons que Hy1 l'est aussi.

D’abord on a :
we > wy = A~ @ AT parce que

we=A" Q) *@AT=A"ATBA @ (1) AT D ...

= ®A” @ (w) AT ... > wy

D’ou l'initialisation de la récurrence est vérifiée, elle peut étre faite aussi par : wy > wy = ¢

Montrons maintenant que wy, > wg_1.

wp=A" @ (wp_1)* @ AT =

A ATOA @ (wp_1) AT A @ (wp_1)* @ AT @ ...

Comme wy_1 > wg_2 et par lisotonie du produit, wy > A~ @ AT ® A~ ® (wp_2) ® AT ®
A" @ (wp 2)’ AT D ... = A~ @ (wp_2)* ® AT = wy_1, d’ott la propriété Hy est vérifiée. En

conclusion la série de matrices wy, est non-décroissante pour tout k > 1.

[]

Comme la série wy, est non-décroissante, des circuits de poids positif peuvent étre créés dans
G(A~, A") sur un horizon h, qui vont entrainer la non-existence de trajectoires sans mort de
jetons sur un horizon infini. A l'opposé, s’il existe ki tel que wp = wi_1 pour k > ki avec
(wk)ij € Ryaz, les poids des circuits de G (A~, A1) sont seulement négatifs sur chaque horizon

h et on peut conclure que le graphe d’événements p-temporel est vivant sur un horizon infini.

3.4 Illustration

Nous présentons maintenant un exemple qui nous permettra d’illustrer les deux approches in-
troduites ci-dessus et d’étudier le probleme de la vivacité des graphes d’événements p-temporels.
Cet exemple nous permettra aussi de montrer ’avantage que présente 'approche utilisant les

séries de matrices par rapport a celle utilisant le vecteur spectral.



3.4. Illustration 103

(2, 8]
[4, 5]
" (o)
[1, 6] [3,7] “
O O
X, P X, ps X3

Figure 3.8 : Graphe d’événements p-temporel vivant

Approche basée sur le vecteur spectral et le graphe de calcul

Une premiere modélisation possible pour décrire le graphe d’événements de la figure 3.8 est

donnée comme suit :

L+ao(k—1) <mi(k) <6+ x2(k—1)
2+z1(k—1) <axo(k) <8+ (k—1) (3.28)
B+zi(k—1)d@A+a3(k—1)) <ask) < (T+z1(k—1)) D (5+x3(k — 1))

Le dernier systéme 3.28, peut se mettre sous la forme suivante :

21(k) < (6+ wa(k — 1)) A (=2 + za(k + 1)) A (=3 + z3(k + 1))
2a(k) < 8+ a1(k — 1)) A (=1 + z1(k + 1)) (3.29)
23(k) < (T+ 21 (k— 1)) @ (5+ x3(k — 1)) A (=4 + z3(k + 1))

A partir du systeme 3.29, nous construisons le graphe de calcul suivant (voir figure 3.9 ).

k-1 k k+1 k+2 k+3 k+4

Xy

g

X,

\_/5'

Figure 3.9 : Graphe de calcul associé au graphe de la figure 3.8
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D’aprées ce graphe, x(®,+(X3)) > 0. Par conséquent, 'application de la proposition 3.14
implique que le graphe de la figure 3.8 est vivant sur ’horizon h = 3. En revanche, la difficulté
principale qui nous est posée, est de repérer les circuits dans le graphe de calcul (voir figure 3.9)
pour tout h supérieur a 3 : 'approche ne permet pas de conclure quand la taille du graphe est

infinie.

Approche basée sur les séries de matrices

Une deuxieme possibilité pour modéliser le graphe de la figure 3.28 est donnée par :

T e 1 ¢ T e -8 =7 T
T9 >l 2 ¢ e |7Y)]| 22 |®] -6 & = v U 2
T3 3 ¢ 4 T3 e € -5 3
Les résultats de simulations donnent :
-5 ¢ € -5 e -9 -5 —-19 -9
wy, = e —6 =5 ; we = e —6 -5 ;w3 = —18 —6 -5 et wyg = ws.
e =5 -1 -7 -5 -1 -7 -5 -1

Nous remarquons que w4 = wj pour tout k > 4, d’ou1, on peut dire qu’il existe des trajectoires
finies (admissibles) sans mort de jetons sur un horizon infini, puisque wy converge quand k tend
vers I'infini. Par conséquent, en appliquant la proposition 3.16, il existe une trajectoire d’état

fini. Le graphe de la figure 3.8 est alors vivant sur un horion infini.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé dans un premier temps, la compatibilité dans des
systemes de type intervalle (f,g). Des conditions sur la compatibilité des systemes ((max, +),
(min, max, +)), ((min, max, +), (min, +)) et ((max, +), (min, +)) sont alors développées.
Etablir ces conditions a nécessité une exploitation des résultats relatifs a la théorie de la
résiduation ainsi que l'application de la théorie spectrale des fonctions (min, max, +). Les
résultats que nous avons trouvés dans le cas ou f et g sont respectivement de type (max, +) et
(min, +), ont été appliqués dans le cadre de I'analyse de la vivacité des graphes d’événements
p-temporels.

Nous avons aussi abordé le probleme de re-formulation des graphes d’événements p-temporels.
Il s’est avéré que la méthode classique, qui permet de simplifier le modele des GET, ne peut
pas étre appliquée sans précautions dans le cas des graphes d’événements p-temporels. En effet,
a travers un exemple, nous avons montré que le probléeme initial de la non-vivacité du graphe
d’événements p-temporel, est disparu apres simplification par cette démarche. Nous avons donc
introduit une condition de vivacité “statique” qui permet de vérifier si 'on peut re-formuler le

graphe d’événements p-temporel sous la forme X > y'A~X @y AT X.
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Ensuite, nous avons proposé deux approches pour vérifier et analyser la vivacité des graphes
d’événements p-temporels. La premiere méthode utilisant le vecteur spectral et le graphe de
calcul. Sans outils informatiques opérationnels a ’heure actuelle, cette approche présente des
difficultés liées au repérage manuel des circuits dans le graphe de calcul : méme pour des graphes
d’événements p-temporels simples, le graphe de calcul présente une structure complexe faisant
introduire des rétroactions ; d’autre part, sa taille est infinie. C’est pour cela que nous avons
cherché un autre moyen permettant la prise en compte de tous les circuits dans le graphe de
calcul, quelque soit I’horizon de calcul. Une approche originale basée sur le calcul matriciel
est ainsi proposée. Cette approche part du graphe de calcul en l'interprétant sous forme de
séries de matrices. Cette démarche présente les avantages suivants par rapport a celle basée
directement sur le calcul du vecteur spectral : le graphe de calcul est représenté par des matri-

ces de tailles réduites ; de plus, le calcul est itératif et exploite les résultats des calculs précédents.






Chapitre 4

Estimation d’état optimale des
graphes d’événements temporisés et
temporels. Application a la

détection de défaillances

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme de ’estimation d’état. Une premiere ap-
proche serait d’utiliser la connaissance du modele et des conditions initiales afin de caractériser
le vecteur d’état a tout moment donné et d’avoir sa trajectoire d’état. Ceci peut étre réalisé par
une itération de I’équation d’état pour les graphes d’événements temporisés. Mais les pertur-
bations génerent rapidement une mauvaise détermination de ce vecteur ou trajectoire d’état, et
ainsi, empéchent le contréle du systéme (processus). Cette approche se complique encore plus

avec les modeles d’intervalles ou les trajectoires ne peuvent étre déduites simplement.

Une approche plus aboutie est de reconstruire I’état x du systeme a partir des données con-
nues de lentrée u et la sortie y (voir figure 4.1). Le modele (en fonctionnement normal ou
nominal) est supposé connu et invariant & partir d’'un numéro d’événement de début, noté k;.
L’équation d’état, ou une forme analogue, est donc utilisable pour k > k;. En général, ’état
estimé est différent de 1’état réel que ’on pourrait obtenir par des mesures effectuées directement

sur le systéme en raison de I'imperfection de ’estimation.
Ce chapitre est structuré de la maniere suivante :

Dans un premier temps, un rappel sur I'estimation et la détection de défaillances, est donné
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en considérant les systemes continus. Les principes donnés apporteront une vision générale du
probleme posé. Ensuite, on propose un estimateur optimal pour les graphes d’événements a
flux temporels et on étudie 'existence d’une estimation. On donne ensuite deux algorithmes
de calcul de la plus grande estimation spécifiques aux graphes d’événements temporisés et a
flux temporels. On montre enfin que 'approche proposée peut étre appliquée au probléme de
la détection de défaillances. Ce chapitre se termine par ’analyse des résultats de simulation
obtenus sur différents graphes d’événements.

Les résultats énoncés dans ce chapitre regroupent les contributions dans [DDA02] [DDAO03a] et
[DDAO05¢]

4.2 Estimation et détection de défaillances pour les systemes

continus

4.2.1 Rappels sur les observateurs

Un estimateur ou reconstructeur d’état est un systeéme (voir figure 4.1) ayant comme entrées
les entrées et les sorties du processus réel, et dont la sortie est une estimation de I’état de ce

processus.

u (Commande) y (Sortie) .
Processus 4

. X (Etat)
Reconstruction >

Figure 4.1 : Reconstruction d’état a partir de 'entrée et de la sortie

La réalisation de 'estimation dépend de la nature du modele du systeme réel étudié : con-
tinu ou discret, déterministe ou stochastique. Notons que, dans le cas ou le modele du processus
est déterministe, 'estimateur sera appelé observateur tandis que dans le cas ou le modele est
stochastique, le reconstructeur d’état sera appelé filtre. Les observateurs sont des outils bien
connus des automaticiens a des fins de commande en boucle fermée dans les processus continus.
Nous nous limiterons par la suite au cas déterministe qui est plus proche de notre probleme

initial.
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Rappelons la philosophie de ’estimation dans les systemes continus. Le probleme de 1’observ-
abilité prend origine dans le fait que ’on considere souvent des systemes possédant n variables
d’état et p sorties, dans lesquels le nombre des sorties est inférieur a celui des variables d’état
(p < n). La question se pose sur la possibilité de reconstruire 1’état & un instant, a partir de

I’observation de la sortie pendant un temps fini.

Dans le probleme de l'estimation, les seules grandeurs accessibles du systeme sont les vari-
ables d’entrée et de sortie. A I'opposé, la trajectoire de 1’état est I'inconnue. En cohérence avec
cette derniere donnée, il est important de rappeler qu’en estimation, les conditions initiales de
I’évolution du systeme dynamique sont inconnues. Tout le probleme est alors de s’affranchir de
ces conditions initiales par une résolution adaptée au modele défini et naturellement a 1’algebre

utilisée.

Observateurs en continu

Le modele correspond aux classiques équations d’état et de mesure, définies dans 1’algebre
habituelle :
&(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Ca(t) (4.1
z(t=0) =g

La résolution du probleme par Luenberger 1’a conduit a I’observateur suivant, ou la décroissance
de fonctions exponentielles se traduira par la convergence asymptotique a zéro de l’erreur
d’observation ¥ = x — 7, avec comme point de départ T = xy — To. La variable Ty est une

estimation de I’état initial.
{ Z(t) = AZ(t) + Bu(t) + K[y(t) — CZ(t)],  #(0) = Zo 12)

L’estimation n’est alors correcte qu’apres un certain temps de convergence, fixé par la dy-
namique de I'observateur. Ce sera le cas si la matrice A = A — K.C est de Hurwitz, c’est a dire

que les valeurs propres de A sont & partie réelle négative.

Observateurs en discret

Les équations du modele sont les classiques équations d’état et de mesure, en discret, définies

dans ’algebre habituelle :

y(k) = Cx(k) (4.3)
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La résolution du probleme se traduit par ’observateur défini par les équations suivantes.

F(k+1) = (A— KC)&(k) + Bu(k) + Ky(k),  (0) = o (4.4)
(k) = C3 (k) (4.5)

La matrice K est la matrice de contre-réaction. Afin de permettre la convergence de
lobservateur et de s’affranchir des conditions initiales, les valeurs propres de (A — KC') doivent

étre dans le cercle unité.

Remarque : Dans [Har04], un observateur dans Palgebre (Max,+) a été présenté. Le point de départ
est la structure de l'observateur de Luenberger mais avec les transformations suivantes : ’addition + du
modele et la soustraction — du comparateur, sont remplacées par le maximum noté @; la multiplication
x est remplacée par 'addition noté ®. Permettant de rester dans 1’algeébre (max,+), ces transformations
permettent d’étre cohérent avec les structures (max, +) développées en boucle fermée par ailleurs, et
donc une insertion de 'observateur dans une structure de commande analogue a celle du retour d’état.
Une amélioration des performances est constatée sur un exemple par rapport a une structure dite “retour
de sortie”. Comme il est imposé que le modele de 'observateur soit exprimé par un graphe d’événements
temporisé, I’approche est non-optimale comme l’illustre ’exemple élémentaire du voyageur dans le para-
graphe 4.3. Remarquons que la condition initiale n’est pas exprimée dans le modele initial et donc qu’une

perspective est son intégration dans une approche plus générale.

4.2.2 Rappels sur la détection de défaillances

De maniere classique, les principales étapes de la surveillance sont la détection, I’isolation,
le diagnostic et la reconfiguration. De nombreuses méthodes de détection de défaillances ont
été développées depuis les années 70 [Wil76] . Dans la classe des méthodes qui n’utilisent pas
le modele du processus, on peut citer une méthode répandue en milieu industriel qui consiste,
via un observateur (opérateur ou dispositif automatique), & comparer en ligne les grandeurs a
des seuils prédéterminés. Ces grandeurs peuvent étre des mesures des capteurs ou des mesures
prédifinies. Dans tous les cas, cette méthode présente des limitations. En effet, des fausses
alarmes sont provoquées si les variables retournent & un niveau normal en ’absence de réaction
d’un opérateur. Il existe une autre classe de méthodes de détection de défaillances basées sur
un modele linéaire du processus ou la modélisation du processus physique est un préalable a ces
méthodes. Parmi ces méthodes, on distingue en général, 'approche basée sur les observateurs
(ou filtres) de celle basée sur 'espace de parité [Ger88|. Les deux méthodes sont basées sur la
généralisation des résidus (des indicateurs de défauts) pour la détection de défaillances. Pour les
deux approches, l'estimation d’état est effectuée de maniére explicite (les observateurs) ou non
(lespace de parité). Citons également les approches d’identification qui consistent a identifier

en ligne les divers parametres du systéme et a comparer ces estimations aux valeurs nominales
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des parametres.

Observateurs et génération de résidus

Utilisant les observateurs présentés ci-dessus, le principe général de cette méthode consiste
a comparer les variables de sortie estimées avec les mémes variables de sortie mesurées. On
utilisera alors ici 'erreur d’estimation sur les sorties comme indicateur de défauts ou résidu

(voir figure 4.2).
e(k) = y(k) —y(k) (4.6)

avec y(k) et y(k) représentent respectivement la sortie mesurée et la sortie estimée.

u > processus y >

<>

— > modeéle

K< >

Figure 4.2 : Génération des résidus a ’aide d’observateurs

Espace de parité et génération de résidus

Le principe de I’approche “espace de parité” est de tester la cohérence d’un modele avec
le processus physique. La réécriture des équations du modele, de maniére a obtenir des re-
lations particulieres, appelées Relations de Redondance Analytique (RRA), est le principe de
cette approche. Ces relations (RRA) mettent en rapport directement des grandeurs connues
et accessibles. Les résidus sont obtenus en substituant dans ces relations (RRA) les variables
connues par leurs valeurs réelles, prélevées sur le systeme en fonctionnement. Une défaillance

est détectée lorsque le résidu sort d’'un domaine prédéfini.

Nous considérons le modele d’état linéaire donné par le systeme 4.3. Nous écrivons ces

équations sur une fenétre d’observation [k, k + s], nous obtenons alors la forme suivante :

y(k,k+s) = Osx(k) + COMs(B)u(k,k + s) (4.7)
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y(k) u(k)
y(k+1) u(k +1) . "
avec y(k,k+s) = ' yulk,k+s) = ) , O est la matrice d’observabilité
y(k +s) u(k + s)

d’ordre s dont la forme est Os = [CY(CA)t--- (CA%)!]t et COM;(B) est la matrice de controle

(de commande) d’ordre s

0 0
CB 0
COM,(B) =
CAS'B ... CB 0

L’espace de parité d’ordre s noté P; est ’espace engendré par les vecteurs lignes de la matrice
P définie par :
Px0;=0 (4.8)

Apres avoir multiplié a gauche et a droite ’équation 4.7, on obtient
0= Py(k,k+s) — PCOM(B).u(k,k +s) (4.9)

Comme 'état z(k) est éliminé, ces égalités représentent les RRA. En tenant compte des erreurs

de modélisation et des bruits, le vecteur des résidus prendra la forme :
r(k+s) = Py(k,k+s) — P.COMs(B).u(k,k+ s) (4.10)

La figure 4.3 décrit schématiquement la méthode de ’espace de parité.

u processus y

v

A 4

COM . p T

Figure 4.3 : Principe de la méthode espace de parité

Remarque : Le calcul des observateurs et des Relations de Redondance Analytique dépendent de la
notion d’observabilité. On dit qu'un systéme est completement observable sur un horizon fini [k, ky] si
de l'observation de sa sortie y sur cet horizon on peut déduire I’état du systeme x(k) pour k € [k, k¢].
En revanche, si I'observation de la sortie sur cet horizon nous donne qu’une partie de ’état du systeme,
alors ce dernier est inobservable. De maniere classique, pour dire qu'un systéme est observable, il suffit

de s’assurer que le rang du sous espace généré par [Ct, A'CY, .- (A"~1)!C] soit égal & n. Notons que
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dans les travaux de [Gaz97] et [PW97] des approches concernant les conditions d’observabilité pour les
systéme (max, +) ont été développées.

O

Apres avoir rappelé et présenté ces quelques méthodes d’estimation et de détection de
défaillances pour les systémes continus, nous proposons maintenant d’introduire une approche
d’estimation d’état dans les graphes d’événements temporels. Préalablement, nous donnons
la philosophie de cet observateur, dans l'algébre (max,+) et les algebres dites “topicales ou

exotiques”.

4.3 Estimation en fonctionnement nominal dans les graphes

d’événements

Pour illustrer simplement le principe de 'estimation d’état dans les graphes d’événements,
prenons ’exemple élémentaire d’un voyageur. En connaissant sa date d’arrivée x 4, et la durée
du voyage 7', on peut estimer sa date de départ par une simple soustraction x4, — T. Cet
observateur élémentaire n’est donc pas un graphe d’événements (ou un réseau de Petri) mais est

analogue aux équations ”backward” utilisées en commande optimale.

Sous un point de vue plus mathématique, les observateurs développés par Luenberger comme
le filtre de Kalman-Bucy, sont le résultat de raisonnements algébriques spécifiques aux modeles
considérés et plus généralement a ’algebre classique. Le résultat est par exemple une structure
en boucle fermée pour I'observateur de Luenberger en discrétisé. L’objectif est également dans
ce chapitre, de développer un observateur. Cependant, 1'algebre considérée ici, est fondamen-

talement différente comme le montre le théoréme suivant, ce qui n’est pas sans conséquences.
Théoréme 4.1. [BCOQI2] Tout groupe idempotent est réduit a l’élément zéro.

En d’autres termes, la propriété d’idempotence de I’opération maximum notée @, que ’on trouve
dans l'algebre des dioides est opposée a la proprité de symétrie de I’addition habituelle + qui est
largement exploitée en automatique classique. C’est cette opposition qui permet de clairement
distinguer les anneaux des dioides. Les auteurs Gondran et Minoux [GMO1] présentent un arbre

montrant les différentes relations entre les différents concepts.

La conséquence est que, les résolutions dans les algebres des dioides sont fondamentalement
différentes de celles de I’algebre habituelle. L’étude des différents moyens de résolution montre
un caractere original devant traiter des espaces de solutions également particuliers du type non
convexes. On peut citer :

- 'algorithme MD de Mc Millan et Dill [MD92]
- l'algorithme de E. Walkup et Borriello [Wal95] et [WB98] avec I'amélioration de Y. Cheng et
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D-Z. Zheng [CZ02] et [CZ05]

- I'algorithme alternée de R.A. Cuninghame-Green et P. Butkovic [CGBO03]

Ces algorithmes ne présentent aucune analogie évidente avec les résolutions plus classiques
comme la programmation linéaire. Une exception est la symétrisation développée par S. Gaubert
ol une certaine analogie existe avec la résolution de Kramer. Cependant, cette approche permet
plus de gérer des combinatoires, qu’elle n’est un outil de résolution. Elle permet en particulier,

une formulation élégante du théoreme de Cayley-Hamilton [BCOQ92].

Le point de départ de la démarche qui suit, sera donc une méthode de résolution relative au
domaine. Nous choisissons par la suite 'algorithme général MD en raison de sa proximité avec
la résolution par 1’étoile de Kleene. Sa mise en oeuvre est simple et demande une écriture du
probleme sous forme de point fixe. Comme pour les observateurs développés pour les systemes
continus, la structure de calcul de 'estimateur que nous allons introduire dans ce chapitre sera

la conséquence de la résolution, et ne sera pas fixée préalablement.

Exploitant la théorie relative au vecteur spectral et au point fixe, nous présentons maintenant

I’analyse de I'existence d’une estimation et le calcul de la solution optimale.

4.3.1 Synthese d’un estimateur

L’objectif dans cette partie est de trouver la plus petite valeur de la borne supérieure de
x(k) sachant que les valeurs de l'entrée u(k) et de la sortie y(k) sont connues pour k allant de
ks a ky. Les événements k, et ky correspondent aux numéros de début et de fin de I'horizon. Le
modele est supposé connu sur ce méme horizon d’observation.

Remarque : Dans la suite de cette section, les résultats relatifs aux graphes d’événements a flux

temporels que 'on va présenter sont valables aussi pour les différents graphes d’événements temporels
(p—temporels7 temporisés,- - - )

<&

Il a été montré auparavant (chapitre 2) que I’évolution d’un systéme représenté par un graphe
d’événements (temporisé ou temporel) est décrite en général par un modele d’intervalle dont la

forme est :
F@(),u(y) < z(y) < fH(z(y),u(v)) (4.11)

Les fonctions f~ et fT sont de type (min, max, +). On considere ici que la sortie obéit au

systeme suivant :

y(v) =C®z(y) (4.12)

Comme on a choisi de travailler avec seulement deux sémantiques différentes le Et-Pur et le

Et-Faible, la fonction f~ donnée par 1’équation 4.11 sera alors de type (max, +) seulement (voir
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paragraphe 2.4.4.3). Nous avons alors le systéme suivant modélisant un graphe d’événements a

flux temporels avec les sémantiques Et-Pur et Et-Faible :

A" @x(y)® B u(y) <z(y) < }:\1 Af @ a(y) ® B @ u(y) (4.13)
y(y) =C®x()

On pourra donc exploiter le fait que la fonction f~ est résiduable. Ceci nous amene a
introduire la proposition qui suit et qui donne une formulation du probléme de I’estimation sous

une forme du type point fixe.

Proposition 4.2. Pour un graphe d’événements o flux temporel avec les sémantiques Et-Pur
et Et-Faible, le probleme d’estimation du plus grand x(7y) peut étre re-formulé comme suit : en

allant de ks a ky, chercher la plus grande solution de linéquation suivante :

z(y) < h(z(7)) (4.14)

(o) = ((770) A (A7\0) A Cu) A A AT ©2(0) & B @) )
tout en respectant les contraintes u(y) < B~ \z(v) et y(v) < Cx(y)

Preuve : Reprenons le systeme 4.13. Comme la multiplication matricielle ® est résiduable

(voir le paragraphe 1.4.2.1), nous aboutissons alors au systéme suivant :

#0) < (A7\e) A R AT ©20) & BY @ (o)

u(y) < B™\z(y)
y(v) < C@x(y)
Cox(y) <y(y)

Dot le résultat : z(v) < A7 \z(v) A C\y(y) A }:il Al @ x(y) @ B @ u(y)
avec u(y) < B7\x(7) et y(7) < C®2(y)

Nous imposons d’autre part la non-décroissance de la trajectoire de I'état estimé x(y) < vy~ !

z(7)

[]

Notons d’une part que I’équation 4.14 est de type (min, max, +). D’autre part, I’équation 4.14
peut se décomposer en deux termes : le premier v 1z A (A7\z(7)) A (C\y(7)) présente une

Ji
partie backward ; le deuxiéme terme A (A @ z(v) @ B;” ® u(7y)) correspond & la partie forward
i=1

si les exposants en v dans les matrices A;-|r and BZ-+ sont positifs. La concomitance de ces deux
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phénomenes rend le probléme d’estimation particulierement complexe. Nous devons de maniere

générale, résoudre un probleme du type point fixe donné par :
x < f(x) (4.15)
avec la fonction f est de type (min, max, +) qui est définie dans la grammaire suivante :

f=bz,ze...;ep | fRalfANfIfOSf (4.16)

les scalaires a et b sont deux réels. La forme 4.16 présente une forme différente par rapport a la

forme d’une fonction homogene donnée par 1.30.

4.3.2 Existence d’une estimation optimale

La fonction A donnée formellement par 1’équation 4.14 est une fonction non homogene
puisqu’elle peut se mettre sous la forme 4.16. Par conséquent, 'utilisation du vecteur spectral
pour vérifier 'existence d’une solution du systeéme 4.15 est non applicable. Ceci nous conduit a

proposer une forme plus adéquate qui permettra 'application de la théorie spectrale.

La théorie spectrale s’applique aux cas des fonctions homogenes. Comme la forme 4.16 ne
présente pas cette derniere propriété, nous allons procéder a une relaxation. En d’autre ter-
mes, faire une homogénéisation de la fonction f donnée par 4.15 en introduisant une variable
o que l'on va associer a b tel que b soit substitué par b ® xy dans la forme 4.16. Ainsi, si le
probléme initial est relatif au systeme x < f(x), le but est alors de trouver la solution optimale
y = (20,21, ..., 7y)" (si y existe) telle que zg = 0 et x; < fi(wo, 71, ..., 7,)") pour tout i # 0 avec

fi une fonction (min, max, +) de type (n+ 1,1).

Si nous introduisons 'inéquation triviale suivante xy < xg, on obtient alors une nouvelle
formulation qui consiste & chercher le plus grand y = (xg, 1, ..., 7,)" tel que g < 79 et x; <
fi(xo, 21, ..., xp)t) pour tout i # 0 avec zop = 0. En d’autres termes, le nouveau probléeme du

type point fixe a résoudre est donné comme suit :

y < F(y) (4.17)
avec F' une fonction (min, max, +) de type (n + 1,n + 1). Le probleme donné par 4.15 est
ramené par cette opération dite de relaxation, a une nouvelle formulation donnée par 4.17.

Remarque : Notons que dans la suite de ce chapitre, chaque fonction non homogene f écrite en lettres
minuscules, correspond a une fonction homogene F' notée en lettres majuscules.

<o

La proposition suivante nous permettra de transposer les résultats relatifs aux fonctions non

homogenes aux cas de fonctions homogenes.
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Proposition 4.3. Soient les deux fonctions f et F' respectant respectivement les deux systemes
4.15 et 4.17. Alors on a :

{z tel que x < f(z) } = {z tel que x; = (—yo) ® y; pour y vérifianty < F(y) }

Preuve : Soit x tel que z < f(x). On peut vérifier facilement que le vecteur y = (0,1, ..., z,)*
est une solution pour xg < zg, 7; < fi((xo, 21, ..., Tn)") pour tout i # 0 avec xg = 0 ou y < F(y)
avec yo = 0. Inversement, soit y une solution de y < F'(y). La propriété d’homogénéité implique
que A ® y est aussi une solution. En particulier, on peut prendre A\ = (—yp) et la solution

x; = (—yo) ®y; vérifie xo = 0 et z; < fi(wg, 21, ..., Tn)") pour tout i # 0
[]

Par conséquent, la résolution et ’analyse de I’existence d’une solution, peuvent étre appliquées
au systeme homogene. On transpose ensuite la solution obtenue du systéeme initial par multi-
plication ® de chaque composante du vecteur x par —yg. Autrement dit, la nouvelle origine des

temps 1o peut étre décalée ou choisie arbitrairement.

Nous supposons qu’une fonction non homogene de type (min, max, +) admet la forme

suivante :

filw) = N\ Az (4.18)

veV (7)
pour tout i de 1 & n et fo(x) = 0 avec & = (xq, 21, ..., )" {V(1),...,V(n)} est un ensemble
fini d’indices et A;, est un vecteur ligne dont les coefficients appartiennent & Ry.. On dit

qu’une politique est une application 7 : {0,....,n} — U V(i), tel que 7(i) € V (i), pour tout
0<i<n
0 <4 < n. La politique matricielle correspondante A[r] est définie par : A[r]; = A;r;). Chaque

fonction h appartenant a rec(S) définit une politique 7. Alors, h: x € R" — h(z)=Alm| @« .

Définition 4.4. (Structure CPSN)

Soient la fonction h € rec(S) et sa politique correspondante . Cette structure est dite CPSN
(Clircuits de Poids Strictement Négatif), si dans le graphe correspondant a Almy|, tous les circuits
ont un poids strictement négatif. La résolution du systéme a une unique solution donnée par la

premiére colonne de A*[mp].

Afin de considérer une fonction homogene, nous introduisons les expressions V' (0) et Ao,
avec V(0) = {0} et Ago = (e,...,e) . Dans ce cas, on dit que la fonction h et sa politique

correspondante ont une structure CPSN si cela est vrai dans le cas non-homogene.

Nous considérons maintenant des structures qui satisfont x(®;(X;)) = 0 . Ceci mene a

introduire les deux propositions 4.5 et 4.6.
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Proposition 4.5. Soit une fonction (min, maz, +) f(z) = A g(z) avec g(z) une (maz, +)
geG
application seulement. Toute solution d’une structure (maz,+) avec x(g) = 0 vérifie f(x) < x.

Preuve : f(z) = A g(z) avec g(x) une application (max, +). Si x(g) = 0, alors il existe une
geG

solution notée « qui vérifie @ = g(«). Ainsi, f(a) < g(a) = a.
L]

Nous considérons maintenant le cas particulier d’une structure CPSN.

Proposition 4.6. La solution d’une structure CPSN (maz,+) A(m) pour xo = 0 est une borne
supérieure de l’espace de solutions de x < f(z) et x = f(x).

Preuve : Soit f(x) = A g(x) avec g(z) une application (max, +) seulement. La structure
geG

(max,+) sauve A(m) pour g = 0 a une seule solution unique notée a. Elle est aussi la plus
grande solution vérifiant x < g.(z) et © = g(z). Comme toute solution doit vérifier x < g;(z),
elle doit vérifier en particulier z < g,(z). Par conséquent, toute solution est inférieure ou égale
a a.

Nous introduisons maintenant la proposition 4.7 qui donne une nouvelle formulation au probleme

d’estimation. La premiere forme est énoncée dans la proposition 4.2.

Proposition 4.7. [l existe une solution finie qui satisfait le systéme 4.14 sur un horizon | si et

seulement si, x(Pg(X;)) > 0 avec H une fonction homogéne et de type (min, maz, +), qui est

(mo )gH(xO ) (4.19)
() z(7)

zo Au(\(B™\z(7)) Ay(Y\Ci(v)

définie formellement par :

avec

g
H( ) | () A (ATE() A (C\(Y(Y) @ @0))A
J1
N (Af @ 2(y) & B u(y) @ o)
i=1
Ji
Preuve : En introduisant zg, le terme v 'z A (A7 \z (7)) A(C\y(Y))A A (A ®@2(7) & B;f @u(7))
i=1
du systeme 4.14 est substitué alors par :
Ji
(Y 'z(0) A (A \z(9)) A (C\(W(y) @ 20)) A N\ (A] ®@ 2(v) ® Bf @ u(y) ® o)
i=1
A partir des contraintes u(vy) < B7\z(y) et y(y) < Cz(v), nous en déduisons u(y) ® xy <
B™\z(v) et y(vy) ® xog < Cz(7y) qui sont équivalents respectivement a zo < u(y)\(B~\z(7y)) et

zo < y(Y)\Cx (7).
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Par conséquent, le systeme défini par 4.14 avec les deux contraintes citées ci-dessus peuvent
aussi étre défini par le systeme 4.19 sous la condition x¢ = 0.

Comme H est une fonction homogene, le vecteur spectral x(®g(X;)) peut étre calculé, et
ainsi on peut appliquer le théoreme 1.56. Si le vecteur spectral satisfait les conditions requises

d’existence d’une solution, le systeme 4.14 pourra avoir une solution finie.
Remarque :

1. Notons que la multiplication a gauche d’un vecteur par un scalaire dans le chapitre 1, donne
y(7) @ 2o et u(y) ® xo. Les deux écritures peuvent se mettre aussi sous la forme zg ® y(7y) et
o ® u(y).

2. L’existence d’une solution pour le systeme 4.19 nécessite la possibilité de prendre zg = 0 en raison

de I’homogénéité de H.

L’application H peut se réécrire sous la forme :
H=H{ NHyA\--- (420)

avec Hy, Hy, --- qui sont toutes des applications (max, +) seulement.

Soit alors ’applications H; correspondant aux équations “backward” relatifs aux graphes d’événe-

Zo i)
( v(7) ) = ( v(7) ) 20

H, ( o ) - ( o ) (4.22)
z(7) (A7\z(7)) A (C\(y(7) ® z0))

Définition 4.8. Observabilité

Un graphe d’événements est structurellement observable si, a partir de chaque transition interne,

ments temporisés. On a :

avec

il existe au moins un chemin qui meéne a une transition de sortie.

L’observabilité structurelle donne une condition pour observer en effet dans une sortie dont
I’origine vient d’au moins une transition interne. Cette notion va nous permettre d’introduire les

propositions 4.9 et 4.10. Les résultats énoncés dans ces dernieres considerent un horizon infini.

Proposition 4.9. Un graphe d’événements structurellement observable a flux temporel dont les
sémantiques sont le Et-Pur et le Et-Faible vérifie x(Pm, (Xto0)) = 0. La plus grande solution
de la partie backward hy vérifie le systéme h(x) < x et donne une borne supérieure finie pour

l’ensemble des solutions de © < h(x) et x = h(x).
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Preuve : La fonction h(x) est une max-représentation, d’ou 'écriture h(z) = hy(z) A ha(x) A
hs(x) A --- avec chaque application h; qui est max-plus seulement. L’application homogene
correspondante a h(z) est donnée par H(z) = Hy(z) A Ha(x) A Hg(z) A ---.

Un circuit dont le poids est égal a zéro, est associé a xp qui lui, a son tour, est associé a
chacune des valeurs connues, en particulier les sorties. Si nous assumons que le systeme est
observable, alors, de chaque transition interne il existe au moins un chemin qui part vers une
transition de sortie dans le graphe d’événements. Dans le graphe associé, les sens des chemins
est opposé et pour chaque noeud qui correspond a une transition x; pour tout événement k, il
existe un chemin qui part de zg vers x;(k). La définition du vecteur spectral associé & H; montre
que X(Pm, (X+s0)) = 0. Par conséquent, il existe z1 tel que 1 = Hj(x1). Cette solution vérifie
aussi H(x1) = Hy(z1) A Ho(x1) A H3(z1) A --- < Hyi(x1) = z1. En particulier, la plus grande

solution de la partie “backward” hj(z) = x pour zy = 0 que ’on peut noter xg vérifie h(zg) < wo.

Comme l’ensemble des séries formelles en v est un treillis complet et hy est une fonction
monotone, alors le théoreme 1.33 de Knaster et Tarski peut étre appliqué. Ce dernier prouve
que xo qui est la plus grande solution de x = hi(x) est aussi la plus grande solution vérifiant
x < hi(z). Ce méme résultat peut étre prouvé en considérant I’ensemble {z < hj(x)} qui est un
treillis complet (voir le théoreme 1.35). De plus, comme l'inéquation x < h(x) est équivalente a
Pensemble des inéquations x < h;(x), chaque variable x doit satisfaire chacune de ces inéquations
et en particulier z < hy(z). Par conséquent, chaque solution x de < h(x) est inférieure ou

égale & x9. Finalement, cet ensemble comporte ’ensemble des solutions vérifiant x = h(x).

[]

Proposition 4.10. Dans un graphe d’événements structurellement observable a flux temporel

dont les sémantiques sont le Et-Pur et le Et-Faible, il existe au moins une solution finie satis-

i) . i)
( v(7) ) -4 ( 2(y) ) (£29)

ou il n’existe pas de solution pour le systéme 4.14.

faisant ’égalité :

Preuve : A partir de la proposition 4.9, on peut déduire que le vecteur spectral du systeme
complet est inférieur ou égal a zéro : x (P, (X+00)) = 0. L’association avec de nouveaux termes

peut créer des circuits de poids strictement négatifs et dans ce cas, il n’existe pas de solution.

[]
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4.4 Algorithmes de calcul du plus grand état

Nous rappelons que le principe de l'algorithme MD (voir paragraphe 1.5.2) est d’affecter des
valeurs infinies a 'initialisation, et de procéder a une minimisation de ses valeurs en propageant
les contraintes du systeme. La solution finale est obtenue apres satisfaction de toutes les con-

traintes par les valeurs des variables. Les itérations sont de la forme :

Tpr1 — flag) A xg (4.24)

Remarque : Le nombre k dans le terme 4.24 représente le numéro de I'itération et ne correspond pas
au kieme date de tir de 1’état.

o

Avec le méme esprit que celui de 1'algorithme donné ci-dessus (4.24), nous introduisons un
algorithme spécifique aux graphes d’événements a flux temporels. Cet algorithme peut aussi
étre appliqué au cas des graphes d’événements temporisés, p-temporels,- - - Nous supposons que
chacune des places internes du GET contient un jeton. Par conséquent, le modele algébrique
correspondant nous permet d’obtenir des itérations définies sur un horizon court [k, k + 1]. Cela

permettra une écriture simplifiée de I'algorithme.

4.4.1 Cas d’un graphe d’événements a flux temporels

Nous considérons ici que la notation M (i, .) représente la ligne i d'une matrice M, et M (., 5)
représente la colonne j de la matrice M.
Nous spécifions le modele relatif aux graphes d’événements a flux temporels comme suit :
i)
fH @), u(n) = N\ huz(y), u(v))

=1

.
—~

avec j(i) le nombre d’applications max-plus seulement h; correspondant a chaque composante

(transition) x;. La fonction h; a la forme :

hi(e(v),u(y)) = A (6,.) ® 2(7) ® B (i,.) ® u(y)

L’élément A;" (i, ) égal ey (respectivement B, (i,j) = v ) s'il n’existe pas de places qui
relient directement la transition interne x; avec une autre transition interne z; (respectivement,
une transition d’entrée u; avec une transition interne ;). Aussi, on a A;"(i,.) = (T, T, -~ ,T)

et Bl‘*'(i, ) =~(T,T,---,T) pour chaque composante z; telle que I > j(i).
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Remarque :

e Les matrices Al+ et Bl+ peuvent contenir a la fois des coefficients dont les valeurs temporelles sont
: € et T. La manipulation de ces matrices est possible puisque nous considérons que la structure

algébrique du travail est un dioide complet.

e Dans les algorithmes 1 et 2, les vecteurs p(k) et A(k) représentent le vecteur d’état z(k). Les
variables k, et k; représentent respectivement les événements de début et de fin d’un horizon

d’observation [k, ky].

e La monotonie est assurée si 'on ajoute 'identité a la matrice A™.

Algorithme 1 :

Pas 0 : initialisation p;(ky) < T, Ai(kf) < T

Répéter jusqu'a : A\j(k) = pi(k) pour 1 <i<mnet ks <k < ky

Pas 1 : Ai(k) «— pi(k) AN[AT (L) \NEk+ D] A[C(,0)\y(k)] de k= ky a ks
Pas 2 : pi(ks) < Ni(ks)

(i
wi(k) — XNi(k) A J/(\)[A;r(i, Juk-1)® Bfr(i, ) @ u(k)] de k = ksy1 a ky
Adapté aux graphes d’éif:éilements, I’algorithme 1 ci-dessus converge vers le plus grand état
en un nombre d’itérations fini, pour les graphes d’événements a flux temporels. Il est cependant
difficile d’effectuer une analyse théorique du nombre d’itérations exactes comme pour beaucoup
d’algorithmes dans ce domaine [CZ05]. On peut affirmer qu’il est en pratique, pseudo-polynomial
comme ’algorithme général MD. La mise en oeuvre de l'algorithme est facile et a besoin seule-
ment de la mémorisation des matrices du modele, et de la trajectoire d’évaluation puisqu’il est

basé sur I'itération d’une boucle “backward/forward”.

4.4.2 Cas d’un graphe d’événements temporisé

Nous déduisons de I'algorithme 1 précédent un algorithme spécifique pour I'estimation du
plus grand état dans les graphes d’événements temporisés. La convergence est tres rapide dans

le cas particulier des graphes d’événements temporisés, ce que nous allons démontrer ci-dessous.

Dans le but de garantir la monotonie des trajectoires, la condition de monotonie z(k) <
x(k+1) est directement introduite dans le modele, ce qui permet de ne pas ajouter d’inéquations

dans le systeme a résoudre :

z(y)=Av@z(y)®Bu(y) avec A =Ip® A
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Algorithme 2 :

Pas 0 : initialisation A(ky +1) <« T

Répéter jusqu'a : A\;(k) = pi(k) pour 1 <i<net ks <k <ky
Pas 1: A(k) «— [A\A(kE + 1)] A [C\y(k)] de k =ky a ks
Pas 2+ ju(ks) — A(ks)

p(k) — Xk) A [A'u(k — 1) & Bu(k)] de k = ks1 & ky

Proposition 4.11. Pour un graphe d’événements temporisé, l'algorithme 2 converge en une

seule itération.

Preuve : si 'on peut montrer que p(k) < [A"\p(k + 1)] A [C\y(k)], on montrera également
qu’une nouvelle itération de la boucle comme dans I’algorithme général, est inutile.

Si f est résiduable, alors il existe h tel que foh < Ip et hof > Id d’apres le théoreme 1.26.
Comme A® (A\z) < Ip et A\[A® x] > Ip alors, A'\[A' @ u(k)] > u(k) et A\[A' @ u(k)® B®
u(k + 1)] > u(k) par isotonie de la résiduation a gauche de la multiplication \.

De plus, le pas 2 implique que p(k) < (k). Il en résulte, u(k) < (k) AN A\[A' @ u(k) & B®

u(k 4+ 1)]. Il reste & montrer I’égalité suivante pour terminer la démonstration :
A\u(k + 1) A C\y(k) = A(k) A A\[A (k) & Bu(k + 1)]

De simples substitutions, et la propriété de distributivité de la résiduation \ par rapport au A
sont appliquées par la suite.

AN\p(k +1) AN C\y(k) =

AN\ (k4 1) A A u(k) @ Bu(k + 1)]] A C\y(k) =

AN\ME + 1) AC\y(k) N AN\[A'u(k) @ Bu(k +1)] =

k) N AN[A u(k) ® Bu(k + 1))

Finalement, comme pu(k) < [A"\p(k + 1)] A [C\y(k)], algorithme n’aura pas besoin d’une
nouvelle minimisation par le pas 1. D’autre part, la minimisation par u(k) dans le pas 1 est
inutile car I'algorithme démarre implicitement & T et n’effectue pas de nouvelle minimisation

par le pas 1.
[]

En conclusion, le terme “répéter jusqu’a” peut étre supprimé ce qui donne ’algorithme

suivant :
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Algorithme 3 :

Pas 0 : initialisation A(ky 4+ 1) < T

Pas 1: A(k) — [A\A(k+ D] A[C\y(k)]  de k= ks a k,

Pas 2 : pu(ks) «— A(ks)

p(k) — Xk) A [A'u(k — 1) ® Bu(k)] de k = ksp1 & ky

La figure 4.4 explique le principe de l'estimateur qui permet déterminer le plus grand état.
La partie gauche du graphe représente le terme “forward” de I'estimateur et la partie droite
correspond au terme “backward”. Cette figure montre bien I'existence d’une certaine symétrie
entre la multiplication ® et la maximisation @ d'un c6té et la résiduation \ et la minimisation

A de autre coté.

entrée u y sortie

Systéme >
B® C\

Figure 4.4 : Principe de l'estimation dans le cas d’'un GET

4.5 TIllustration

Le schéma de la figure 4.5 résume le principe de la démarche de détection de défaillance

relative aux graphes d’événements temporisés et temporels, introduite dans ce chapitre.
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entrée u y sortie
Systeme g
Estimateur
v
VAN
Bs X C\
| {B® u<X?
C\y<k?
oui \ion
fonctionnement défaillance
nominal

Figure 4.5 : Principe de détection de défaillance dans un graphe d’événements temporisé ou

temporel

Les contraintes u(y) < B~ \z(7) et y(y) < Cx(v) doivent étre vérifiées par le comportement
nominal du systeme. Ces deux contraintes vérifient la cohérence entre le modele et les données
connues. Elles permettent en particulier de vérifier que le graphe d’événements suit son modele

nominal.

Dans un but d’illustrer clairement 'approche d’estimation et de détection de défaillances
présentée dans ce chapitre, des exemples simples de graphes d’événements temporisés et tem-
porels sont considérés.

Tous les tests de simulation sont réalisés a 1’aide du logiciel Scilab en utilisant la tool-box

Max-plus, développée a 'INRIA. Les estimations sont faites sur des horizons de calcul arbitraires.

4.5.1 Cas d’un graphe d’événements temporisé

Le modele nominal M; représentant le graphe de la figure 4.6 est donné par les matrices Ay,
Bl et Cl.
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Figure 4.6 : Graphe d’événements temporisé

A1:<§ j),B1:<é>etC’1:<2 5)

Estimation

Dans le tableau suivant, x est obtenu par des itérations directes de I’équation d’état partant

1
d’une entrée u connue et I’état z(11) = < )

6

Kk 11 12 13 14 15 16 17
x 6 () () Go) Go) (a) ()
u 0 3 6 9 12 16 19
y 11 14 18 21 25 28 32
z 6 () G Go) Go) (a) ()
7 11 14 18 21 25 28 32
Bou|(E () () G G5 () G

Le vecteur T (Respectivement ) représente ’état (respectivement, la sortie) estimé a partir des

p z1
données connues u et y. Notons que le vecteur = = < )
Z2

Les contraintes y <y = C ® T et B® u < T sont vérifiées sur I’horizon de travail choisi
[11,17]. De plus, y(k) = y(k) et Z(k) > x(k). En particulier, Z(k) = z(k) pour 12 < k < 17.
Défaillance

Nous considérons maintenant deux exemples de défaillances.

Défaillance 1 : augmentation de la durée d’une temporisation
Dans ce premier cas, la temporisation de la place py est augmentée a 12 quand k = 15. Le
nouveau modele noté My apres cette défaillance est le suivant :

12
AQ—(e ),Bg_BletCQ_Cl
3 €
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11 12 13 14 15 16 17
(3 Go) Go) G o)
0 3 6 9 12 16 19
11 14 18 21 30 36 45
G3) Go) (o) (o) ()
11 14 18 21 25 28 32

oul (o) () () G G G3) G

A partir des données connues (entrée et sortie) sur I’horizon k € [11,17], la procédure de

) B9 2 K|

détection de défaillance est donnée comme suit : la contrainte y <y = C ® & n’est plus vérifiée
sur cet horizon [11,17] (y(k) £ y(k) pour k = 15, 16 et 17). Dans ce cas, la détection est réalisée
a k = 17 ce qui correspond a une date minimale de 45 correspondant & la derniere donnée
utilisée.

Défaillance 2 : diminution de la durée d’une temporisation

Un deuxieme cas consiste a baisser la temporisation de la place ps a la valeur 1. On obtient

e 1
alors un nouveau modele nominal M3 donné apres cette défaillance par : Az = ( 5 ) ,
€

B3:Blet03:C'1

Kk 11 12 13 14 15 16 17
x 6 () () G Go) (o) (33
u 0 3 6 9 12 16 19
y 11 14 18 21 25 27 30
z @ 6 G G G G G
J 9 13 16 20 23 27 30
Bou| () () () G G5 () G5

De méme, la procédure de détection de défaillances est la suivante : les contraintes y < 3y =
C®7T et B®u < Z ne sont plus vérifiées sur 'horizon k € [11,17] (y(k) £ y(k) pour k allant de
11 415 et B@u(k) £ (k) pour k allant de 11 & 13). Dans ce cas, la détection de défaillances est
réalisée apres t = 30 unités de temps. Comme 'approche utilise une minimisation “backward”,
les contraintes avant k = 15 sont affectées méme si la défaillance arrive a k = 15. L’introduction
de nouvelles données pour k£ = 18 peut produire une minimisation pour 'estimation de z, (k)
pour k € [11,18].

4.5.2 Cas d’un graphe d’événements a flux temporel

Nous traitons maintenant ’exemple d’un graphe d’événements a flux temporel présenté par
la figure 4.7 et dont le modele nominal est donné par les matrices A=, B™, Af, A;, Bf , B; et
C.
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Figure 4.7 : Graphe d’événements a flux temporels avec les sémantiques ET et Et-Faible

€ € € € € ¢ e € € € € ¢
1 ¢ ¢ € ¢ ¢ 4 € € ¢ € ¢
. e 1 e 2 ¢ € ,Af: e 6 ¢ € € ¢ ’
e 2 3 € ¢ ¢ e 9 € € ¢ ¢
e e e 1l e ¢ e € 7 9 ¢ ¢
e € € ¢ 1 ¢ e € € € 6 ¢
T T T T T T e e T
T T T T T T € € T
E € € b5 € ¢ € € €
A;: ,B™ = ,Bf: ,B;: et
e € 8 € € ¢ € € €
T T T T T T € € T
T T T T T T € € T
C:(€€€E€€>.

Estimation

Dans un premier temps, nous calculons la trajectoire admissible du systéeme sur 1’horizon
[1,10], et qui vérifie le modele algébrique donné par le modele 4.13. Les résultats de calcul sont

regroupés dans le tableau suivant :
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123 4 5 6 v 8 9 10
vw |3 b5 7 9 11 13 17 19 22 24
z1 |2 5 7 9 11 13 17 19 22 24
z2 |1 3 6 8 10 12 14 18 20 23
r3 |2 5 7 10 12 15 17 20 22 25
z4 |3 5 8 10 13 15 18 20 23 25
zs |1 4 6 9 11 14 16 19 21 24
ze |1 5 8 11 13 16 18 20 25 27
y (1 5 8 11 13 16 18 20 25 27

Dans un deuxieme temps, l'observateur utilise ’entrée u et la sortie y pour estimer le plus

grand état 7. Les résultats relatifs & ce dernier sont regroupés dans le tableau suivant :

1 2 4 5 6 7 8 9 10
71 3 5 11 13 17 19 22 24
T 6 9 11 13 156 17 21 23 26
T3 5 8 10 13 15 18 21 23 27 29
24 6 8 11 13 16 18 21 25 27 32
T5 4 7 10 12 15 17 19 24 26 36
T 1 5 11 13 16 18 20 25 27
Cez |1 5 11 13 16 18 20 25 27
B\z |3 5 9 11 13 17 19 22 24

Les contraintes y < C ® T =y et B~ ® u < T sont vérifiées sur ’horizon [1, 10].
De plus, y(k) = y(k) et & > z. En particulier, Zg(k) = z¢(k) pour k allant de 1 & 10 et
Z1(k) = xz1(k) pour k € [2,10].

Défaillance

Nous considérons maintenant une défaillance. Les temporisations associées a ’arc partant
de la place pg vers la transition x5, ne sont plus définies par U'intervalle [1, 9] mais par 'intervalle
[7,9]. Nous obtenons alors un nouveau modele My a cause de cette défaillance, car I'un des
coefficients de la matrice A~ a changé : A~ (5,4) = 7. Le nouveau modele My est utilisé pour
calculer la nouvelle trajectoire y. Ignorant le nouveau modele M, ’observateur utilise le modele
nominal M; et les nouvelles données pour estimer une nouvelle trajectoire Z. Les résultats du

calcul sont donnés par le tableau suivant :
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k 2 5 6 7 8 9 10

1 ) 11 12 16 18 21 23

T 9 11 13 15 17 21 23 26

Z3 § 11 13 16 18 21 23 27 29
9

11 14 16 19 21 25 27 32
10 18 20 23 25 28 30 34 36
11 24 26 29 31 34 36 40
11 28 31 33 35 37 39 41
11 24 26 29 31 34 36 40
T 9 11 12 16 18 21 23

C®i
B-\2

2
Wl | PPN | w|-

Ut Co| 0o | 0o

Sachant que les données relatives a ’entrée et a la sortie sont connues pour tout k € [1, 10],
la détection de défaillances donne les résultats suivants : les contraintes y < C ® T = ¥ et
B~ ®u < 7 ne sont pas vérifiées sur ’horizon [4, 10] (y(k) n’est pas inférieur ou égal a y(k) pour
k allant de 4 &4 10 et B~ ® u(k) n’est pas aussi inférieur ou égal a (k) pour k appartenant a
[6,10]).

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une approche pour estimer le plus grand état dans les
graphes d’événements a flux temporels pour les sémantiques Et-Pur et Et-Faible. Il a été montré
aussi qu’une seule forme du modele d’intervalle suffit pour décrire les différents types de graphes
d’événements, puisque les GET sont inclus dans les graphes d’événements & flux temporels.
De méme, les graphes d’événements p-temporels correspondent a la sémantique du Et-Pur. Le
modele algébrique obtenu a été transformé afin de re-formuler le probleme de ’estimation sous

la forme d’un probleme du point fixe x < f(x) avec f une fonction (min, max, +).

L’existence d’une solution exige la cohérence entre le modele et les données exactes qui
décrivent ce dernier. La nouvelle formulation proposée a introduit deux contraintes relatives aux
données émanant de I’entrée et de la sortie. Ces contraintes ne sont pas utilisées pour ’estimation
en ligne de la trajectoire d’état, mais elles permettent cependant de vérifier la cohérence des
données. L’existence d’une solution finie peut aussi étre analysée grace a la théorie spectrale.
Les résultats relatifs a la théorie du point fixe ont permis de chercher une borne supérieure de

I'estimation d’état sous les conditions de 'observabilité structurelle.

L’estimateur optimal introduit dans ce chapitre a été exploité pour développer une méthode
de détection de défaillances. Cette méthode est basée aussi sur la connaissance du modele d’état.
Les deux contraintes relatives aux données émanant de 'entrée et de la sortie sont donc utilisées

comme moyen de test pour savoir si une défaillance a lieu ou non. La vérification de ces deux
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contraintes signifie que le modele suit son fonctionnement nominal. Dans le cas contraire, c’est
I'occurrence d’une défaillance. Des exemples de GET et graphes d’événements a flux temporels
ont été introduits pour bien illustrer ’application de I’estimateur dans le domaine de la détection

de défaillances.






Chapitre 5

Commande optimale des graphes
d’événements temporisés et

temporels

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme de la commande optimale des graphes d’événeme-
nts temporisés et temporels. Le probleme de la commande optimale se présente de la maniere
suivante : supposons que certains événements puissent étre désignés comme contrélables, ou en
d’autres termes que le tir des transitions correspondantes puisse étre retardé jusqu’a une certaine
date notée u(k), ceci par un systéme de supervision. Supposons que nous désirions ralentir le
systeme de maniere qu’aucun événement ne puisse arriver plus tard qu'une séquence de dates

Z.

L’objectif de la commande optimale consiste alors a calculer la plus grande entrée et le co-
état correspondant dans le graphe d’événements & partir d’une consigne connue z(k) comme le

montre la figure 5.1.

Plus grande
Sortie y

. . +
Co% commande : u Modéle du T

Synthése de commande

processus

Figure 5.1 : Principe de la commande optimale

Ce chapitre suit la structure suivante :

La premiere partie traite des GET. Nous analysons la méthode classique dite “Backward”.
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Nous introduisons une approche s’appuyant sur une méthode de propagation de contraintes.
Nous terminons cette partie par une comparaison des résultats entre cette approche et la méthode

utilisant les équations “Backward”.

La seconde partie concerne les graphes d’événements a flux temporels. La modélisation de
ces derniers donne des formes complexes, et il faut chercher des moyens spécifiques pour traiter
ce genre de modeles. On cherche ici une commande et un co-état admissibles, c’est a dire qui
respectent les contraintes temporelles imposées par le modeéle. Dans un premier temps, nous
vérifierons l'existence d'une commande. Dans un deuxieme temps, un algorithme spécifique aux
graphes d’événements a flux temporels est introduit, donnant les valeurs optimales du co-état

et de la commande.

Comme 'approche est analogue a celle de I’estimation, nous ne donnerons que les grandes

lignes de I’approche afin de ne pas alourdir la présentation.

Ce chapitre est adapté des articles [DDA03b], [DADO3] et [DDAO05b]. D’autres résultats sur
la commande des graphes d’événements p-temporels et des GET sous contraintes, définies par un
un graphe d’événements p-temporel, sont fournis dans [DDA05a], et constitue un prolongement

de ce présent travail.

5.2 Commande des graphes d’événements temporisés

5.2.1 Re-formulation de la méthode “Backward”

La méthode dite “Backward” établie dans [BCOQ92] et [CGQ93] permet I’évaluation d’une
séquence de dates d’entrées afin de mieux gérer les dates de sortie. La méthode Backward
présente une solution au probleme de la commande sous forme d’'un systeme dans lequel la

résiduation (\) et 'opération min(A) sont utilisées.

Il est connu que, pour le systeme pour lequel les équations du type dateur donnent la solu-
tion minimale (solution au plus t6t), la plus grande solution (solution au plus tard) est donnée
explicitement par les équations récursives appelées “Backward” ou le co-vecteur joue le role
du vecteur d’état. Les équations d’état et les équations récursives donnent respectivement les
dates au plus tot et au plus tard des taches. La différence entre le co-état et I'état représente le
temps disponible pour le tir des transitions. L’existence d’une différence négative empéche le re-

spect des dates désirées. Cette approche exige donc la connaissance des valeurs du vecteur d’état.

Nous énongons maintenant les résultats relatifs a la méthode “Backward” avant de refor-

muler cette derniere. Cette reformulation permettra de faire un comparatif avec la méthode
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proposée dans cette partie.

Le modele d’état représentant un graphe d’événements temporisé par des séries formelles en

~ est donné par le systéme suivant :

{ X(y) = AyX(7)@BU(y)

(5.1)
Y(v) = CX(v) <Z(v)

La résolution du modele 5.1 aboutit au systeme dit Systeme Adjoint :

{5(7) = A AC\Z() 52)
i(y) = B\&W) |
& est appelé le co-état.

En développant ce dernier systéme, nous pourrons obtenir les équations classiques dites

“Backward” paramétrées en k.

A (5.3)
u(k) = B\&(k)

Dans le cadre de la commande des GET dans 'algebre (max, +), le systeme 5.3 représente le

{ﬁ(k) = AR+ AC\2(F)

résultat classique et connu de 'approche appelée communément méthode “Backward”. Nous

proposons maintenant une re-formulation de ce résultat.

Proposition 5.1. la méthode “Backward” résout le probleme suivant : calculer le plus grand

co-état et la plus grande commande notés respectivement (k) et u(k) tels que :

z(k+1)

5.4
0 (5.4)

Ax(k)@ Bu(k+1) <
{ Cuz(k) <
Preuve :

Re-formulée autrement, la résolution du systeme 5.2 est équivalente a la recherche des plus
grandes valeurs de 0(k) et u(k), qui vérifient les inéquations suivantes et qui correspondent

respectivement a £(k) et u(k).

0(k) < A\O(k+1)

0(k) < C\z(k)

u(k) < B\0(k)

Par définition de la résiduation :
A0(k) < 6(k+1) Ab(k) < O(k+1)
—q COk) < z(k) <4 Bu(k+1) < 6(k+1)
Bu(k) < 0(k) Co(k) < z(k)
— { 0k +1) > Af(k) @ Bu(k +1)
CO(k) < z(k)
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En d’autres termes, la méthode “Backward” résout le probleme suivant : calculer le plus

grand état et la plus grande commande notés respectivement (k) et u(k) tels que :

ok + 1)

{ (1) A6(k) € Bu(k + 1) (5.5)
z(k)

<
(2) CoO(k) <

[]

Autrement dit, le dernier systéme 5.5 ne donne pas une description d’un fonctionnement au
plus t6t qui est représenté par les égalités strictes des équations d’état habituelles. Nous pouvons
donc conclure que le probleme résolu est relaxé par rapport au probleme fondamental, et que le
co-état calculé n’est pas obligatoirement admissible, c’est a dire ne vérifie pas obligatoirement

I’équation d’état.

5.2.2 Syntheése de la commande par la méthode de propagation de contraintes
MD

L’objectif du probleme que nous abordons ici est formulé de la maniere suivante. Etant
donnée une trajectoire de sortie désirée z(k), on cherche a calculer la plus grande commande
u(k) tel que la réponse du graphe a cette entrée produit une sortie y(k) vérifiant la contrainte

suivante :

y(k) < z(k) (5.6)

En raison de la propriété d’isotonie matricielle, obtenir le plus grand u(k) entraine le calcul
du plus grand état et de la plus grande sortie en raison de respectivement 1’équation d’état et
de I’équation relative a la sortie.

La solution peut donc étre obtenue par le calcul des plus grands u et x notés respectivement

uT et T vérifiant le systéme des contraintes suivant :

xz(k) = Axz(k—1)& Bu(k)

<
—~
2y
~—
VAN
IS
—~
2y
~—

avec k € [ks ky]

En résumé, pour le probleme de commande traité ici, I’ensemble de la séquence de production
désirée z(k) est supposé connu, tandis que la commande u(k) et ’état x(k) sont les variables a
déterminer. Nous qualifions ce probleme de fondamental.

La proposition suivante nous permet d’introduire une nouvelle formulation du probleme

précédent.
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Proposition 5.2. Le probléme de la commande peut étre re-formulé de la maniére suivante.

Calculer les plus grands u et x vérifiant les contraintes suivantes :

(5.8)

Preuve :
Si nous considérons uniquement ’état, en remplagant y(k) par son expression (on suppose

que le systeme fonctionne au plus tot), le systéme 5.7 peut se réécrire :

Il
A
5
™

|
Nt
W
=
=

(k)
Cz(k) < =z(k)

w(k) < Az(k — 1) @ Bu(k) Ax(k — 1) < z(k)
& Aslk=DOBulk) swlk) 4 p 00
Cua(k) < z(k) Cx(k) < z(k)

En exploitant les résultats de la résiduation :

x(k) < C\z(k)
z(k) < Ax(k — 1) @ Bu(k) (5.9)
(k) < A\z(k+1)
u(k) < B\z(k)
- { w(k) < [Az(k — 1) © Bu(k)] AlA\z(k + D] A[C\z(k)]
u(k) < B\x(k)

[]

On remarquera que 'expression obtenue utilise les opérations min, max, ainsi que la résiduation.
La variable z(k) est la minimisation d’un terme backward [A\z(k + 1)] A[C\z(k)] comme dans

I’approche classique et d’un terme forward Az(k —1) @ Bu(k) correspondant a I’équation d’état.

Apres avoir reconstruit le systeme d’équations modélisant le processus ainsi que les con-
traintes qu’il doit respecter, nous pouvons appliquer l'algorithme MD de propagation de con-
traintes sur ce nouveau systéme afin de calculer les plus grandes valeurs de z(k) et de u(k)
recherchées.

A partir du systeme 5.8, nous développons ’algorithme 1 donné ci-dessous a partir de 'algorithme

général MD de propagation de contraintes. Cet algorithme est donc spécifique aux GET.
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Algorithme 1:

Pas 0 : initialisation A(ky) < T', p(ky) < T

Répéter tant que A(k), p(k) et u(k) ne sont pas constants

Pas 1 : A(k) «— [A\X(k + 1)] A[C\z(k)] pour k allant de ky a ks
Pas 2 : u(k) «— B\\(k)

Pas 3 : pu(ks) < A(ks)

Pas 4 : p(k) — A(k) A [Au(k — 1) @ Bu(k)] pour k allant de ks a ky
Pas 5 : u(k) «— B\u(k)

Bien que 'algorithme général ait la caractéristique d’étre pseudo-polynomial, la proposition

suivante montre que 'algorithme 1 que nous venons de présenter, converge en un seul coup.

Proposition 5.3. Dans l'algorithme 1, la forme suivante est vérifiée :
pu(k) < [A\p(k + 1] A [C\2(k)]

Preuve : On a :
[A\p(k + D] A [C\2(k)] = A\[A(k + 1) A [Ap(k) @ Bu(k + 1]} A [C\z(F)]
= A\Nk + 1) AN A\[Au(k) @ Bu(k + 1)] A [C\z(k)]
= A\Nk + 1) AC\z(k) N A\[Au(k) ® Bu(k + 1)]
= Ak) N A\[Au(k) ® Bu(k + 1))
D’une part, d’apres le théoreme 1.26, on peut écrire : A ® (A\z) <z et A\[A®z] > x
Ainsi, A\[A ® u(k)] > p(k) et A\[Ap(k) @ Bu(k + 1)] > A\[Au(k)] > p(k) par isotonie de
lopération de résiduation \.
D’autre part, u(k) < A(k) par construction. Nous concluons que : p(k) < [A\u(k+1)|A[C\z(k)].
D’oti une convergence de I’algorithme 1 en un seul coup. D’autre part, la minimisation par p(k)
dans le pas 1 est inutile car I’algorithme démarre implicitement a T et n’effectue pas de nouvelle

minimisation par le pas 1.

Les propositions suivantes 5.4 et 5.5 permettront d’apporter des améliorations a
I’algorithme 1.
En particulier, la proposition 5.4 suivante montre que la minimisation par le terme A(k) dans le
pas 4 de I'algorithme 1 est inutile. Le pas 4 devient : u(k) «— Au(k — 1) ® Bu(k)
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Proposition 5.4. Dans l’algorithme 2 ci-dessous, le co-état calculé dans le pas 4 est inférieur

ou €gal au co-état calculé dans le pas 1. On a la forme :
p(k) < A(k)
pour tout k de kg a ky.

Preuve : On montre par récurrence que la propriété Hy, : u(k) < (k) est vérifiée.
Soit Hy : pu(ks) = A(ko) et donc Hy est vérifiée.

Nous supposons que Hy, est vérifiée et nous cherchons & montrer que Hy,1 1'est aussi.
Par hypothese p(k) < A(k) pour k > ks

£
wk+1) = Au(k) ® Bu(k+1) < AN k) ® Bu(k + 1)

= A[A\Nk + 1) AC\z(k)] ® Bu(k + 1)

< AJA\X(k +1)] & Bu(k + 1)

<ANk+1)® Bu(k+1)
Or, au pas 2 de lalgorithme 1, u(k) = B\A(k) et donc Bu(k + 1) = B(B\ANk+ 1) < A(k+1).
En conséquence, pu(k+ 1) < A(k+ 1), d’ou la propriété Hyq est vérifiée.

[]

Dans la proposition 5.5, on montre que le calcul de la commande donné dans le pas 5 de

I’algorithme 1, peut étre supprimé.

Proposition 5.5. Dans l’algorithme 1, le calcul de la commande dans le pas 5, donne le méme

résultat que dans le pas 2.

Preuve : D’une part, dans la proposition 5.4, on a montré que la minimisation de u(k) par
A(k) est inutile. Cela implique que la commande calculée dans le pas 5 peut étre donnée par
Upass (k) = B\p(k) = B\[Au(k — 1) ® Bupas2(k)] (forme simplifiée du pas 4).
Upass(k) = B\(Au(k — 1)) & B\(Bupasa(k))
> B\(Bupasa(k))

> Upas2(k)  d’apres la formule fo donnée dans le théoreme 1.31
D’autre part, comme p(k) < A(k) et la commande est donnée par upes2(k) = B\A(k) et

Upass (k) = B\p(k). Par conséquent upass (k) < upas2(k) (par isotonie de la résiduation \ ).

On obtient donc upgss(k) = upas2 (k)
L]

En conclusion, la commande est identique au cas inégalité, c’est a dire celle calculée par la
méthode “Backward”.

Le calcul de la commande par la méthode “Backward” utilise le terme A\{(k + 1) A C\z(k)
résidué a gauche par la matrice B. De méme, d’aprées la proposition 5.5, la méthode de propa-
gation de contraintes utilise le terme “Backward” A\A(k + 1) A C'\z(k) résidué a gauche par la

matrice B, pour le calcul de la commande. Nous concluons alors que la méthode Backward et
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la méthode de propagation de contraintes, réalisent la méme synthese de commande.
D’apres les résultats énoncés dans les propositions 5.3, 5.4 et 5.5, les améliorations portées sur
I’algorithme 1 donnent la nouvelle version de cet algorithme.

Algorithme 2 :

Pas 0 : initialisation A(ky) < T, u(ky) < T

Pas 1 : A(k) «— [A\A(k + 1)] A[C\z(k)] pour k allant de k & ks
Pas 2 : u(k) < B\A(k) pour k allant de ks & kf

Pas 3 : ji(ks) — A(ks)

Pas 4 : pu(k) « [Au(k — 1) @ Bu(k)] k allant de kg a kf

Proposition 5.6. L’algorithme 2 en aller-retour, donne la plus grande estimation possible du

co-état €galité.

Preuve : Partant de A(kf + 1) =T, les pas 1 et 2 donnent la plus grande solution de :

Az(k—1) @ Bu(k) > z(k) (5.10)
- .

Cz(k) z(k)

En particulier, la solution en A(ks) ks ne peut étre dépassée.

Les pas 3 et 4 donnent une solution vérifiant 1’égalité de I’équation d’état z(k) = Az(k —1) ®
Bu(k).

A chaque x(ks) est associée une unique trajectoire construite a partir de ’équation d’état. En
partant de pu(ks) = A(ks), 'équation d’état va donc donner une unique trajectoire. La proposition
5.4 indique que p(k) < A(k) pour tout k de ks a kf et opere une minimisation. Il ne peut avoir
de trajectoire plus grande avec \(k) < u(k) avec A\(k) # u(k).

Montrons que p vérifie la contrainte 5.8. Par construction p vérifie

u(k) = Ap(k — 1) ® Bu(k) < Ak) < [A\Mk + 1] A [C\z(k)]. Elle vérifie donc également
u(k) < C\z(k). L’inégalité suivante est aussi vérifiée : u(k) < A\p(k+1). En effet, u(k+1) =
Ap(k) @ Bu(k + 1) entraine en particulier Au(k) @ Bu(k + 1) < pu(k+1). On en déduit que
(k) < A\p(k +1). Comme pu(k) = Au(k — 1) @ Bu(k) < A\u(k + 1) A [C\z(k)], p vérifie la
contrainte 5.8 :

(k) < [Ap(k —1) & Bu(k)] A [A\p(k + D] A [C\2(F)]

et c’est également la plus grande estimation car on suit la démarche de I'algorithme MD général.

[]
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En résumé, a partir de 'algorithme MD général, les expressions habituelles du calcul de la
commande et de I’état ont été retrouvées. L’apport ici, n’est donc pas au niveau des expressions

trouvées, mais dans le fait que I'on puisse les retrouver a partir d’un algorithme trés général.

5.2.3 Commentaires sur le co-état

Soit le plus grand co-état noté £(k) tel que les inéquations (1) et (2) du systeme 5.5 de la
méthode “Backward” soient vérifiées. Soit également le plus grand état admissible, et au plus
tard noté v(k), correspondant au probleme fondamental, c’est a dire, tel que le modele d’état
soit vérifié. Comme v(k) doit en plus vérifier une contrainte supplémentaire par rapport au

co-état qui est

(k) < [Az(k — 1) ® Bu(k)] (5.11)

nous pouvons également déduire que v(k) < £(k). Pour tout état admissible z(k) respectant la
condition de la consigne, I'inégalité suivante doit étre vérifiée z(k) < v(k). Sous I’hypothese de

I’existence d’une commande au probléme posé, nous aboutissons donc a :

V k€ [k ks,  a(k)<v(k) <&k

Ainsi, la quantité &;(k) est la derniére date ou la transition z; devrait étre tirée la keme
fois sans faire retarder les dates de sorties y(k) au delad de z(k). En résumé, le vecteur £(k)
correspond donc au fonctionnement au plus tard et n’est pas admissible. A I'opposé, le vecteur
d’état x(k) fonction de la commande et de I'évolution passée avant ks ne correspond pas au
fonctionnement au plus tard mais au plus tot et est donc admissible. Entre les deux, le vecteur

v(k) est le vecteur admissible au plus tard.

Cette description permet d’introduire une nouvelle marge de temps. Il est connu que la
quantité &; (k) —x; (k) représente le temps ou la marge de temps disponible pour tirer la transition
x; pour la keme fois afin que le systéme respecte la condition C§(k) < z(k). Il est nécessaire
que l'ensemble de ces quantités soient positives sous peine d’absence de solution au probleme
classique. Dans ce cas, on modifie le probléme en adaptant la consigne a I’évolution du systéme.
Maintenant, si le systéme doit respecter non seulement la condition C¢(k) < z(k) mais aussi le
modele d’état en fonctionnement au plus tot, la quantité v;(ks) — x;(ks) représente le temps ou
la marge de temps disponible pour tirer la transition x; pour £ = ks. Les trajectoires = et v

définissent un domaine de trajectoires admissibles sur I'’horizon [ks k).

5.2.4 Illustration

Nous considérons I'exemple du graphe d’événements temporisé suivant :
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Figure 5.2 : Exemple d'un GET

Sous I'hypotheése d’un fonctionnement au plus tot du graphe de la figure 5.2, Le modele

d’état correspondant est donné par :

z1(k) B 1 3 z1(k—1) e
(asz(m) - (2 )(( —1>)@<2>“““)

ol

$1(k)
y(k) = (1 2) ( e 2(k)
La consigne z(k) est donnée comme suit : 2(1) =8 2(2) =11 2(3)=15 2(4) =18

Par la suite, nous allons appliquer les deux approches présentées précédemment afin de
résoudre le probleme de commande posé dans cet exemple. Une comparaison entre les résultats

donnés par chacune des méthodes sera aussi exposée.

5.2.4.1 Méthode “Backward”

Une application de la méthode “Backward” nous permet d’aboutir au résultat suivant :
§u(k) = (2(k) = DA (G(k+1) =) A (&(k+1) - 2)

§2(k) = (z(k) =2) A (&G(k+ 1) = 3) A (&2(k+ 1))

u (k) = & (k) A (&2(k) —2)

Applications numériques :

El1l2 [3 |4
| 8l11]15]18
gl7l10]14]17
&1619 [13]16
u l4l7 [11]14

Vérification de I’équation 5.11:

(o) (22 )e ()= (i)
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(o) ()05 )e ()= (30)
(V)¢ (e (c)= ()

On en conclut que dans le cas de la résolution “Backward”, le co-état ne vérifie

pas obligatoirement l'inéquation z(k) < Az (k—1)® Bu(k) ni donc, ’équation d’état.

5.2.4.2 Méthode utilisant ’algorithme MD

Nous obtenons un systeme d’inéquations apres avoir appliqué la méthode proposée :

,

r1(k) < =1+ 2z(k)

za(k) < =2+ z2(k)

x1(k) < lz(k—1) ®3x2(k — 1) @ eu(k)
xa(k) < 2zi(k—1) @exa(k—1) D 2u(k)
zi(k—1) < —1+xz1(k)

xa(k—1) < =3+ z1(k)

ri(k—1) < =2+ xa(k)

ra(k—1) < —e+axa(k)

u(k) < —e+uxi(k)

u(k) < =24 x9(k)

Nous appliquons ici 'algorithme MD. La résolution est effectuée en traitant les inéquations et
les variables x;(k) dans un ordre arbitraire a partir d'un k € [ks, k] également quelconque.

Les résultats finaux sont regroupés dans le tableau suivant :

E |12 |3 |4

z | 8|11 |15 |18
x| 7 12 | 16
zy | 6 13 | 16
ut | 4 11| 14

Nous pouvons ainsi constater que les valeurs de la commande sont identiques avec celles de

TS e (1)
(0= (1) (el ) (39
Y- (el )

Nous testons maintenant I'inéquation 5.11 :
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Sur cet exemple, on observe que l'inéquation z(k) < Ax(k — 1) @ Bu(k) est vérifiée ce qui
montre que 1’état suit une trajectoire admissible : le signe < peut étre remplacé par un signe

égal strict, dans le systeme ci-dessus.

5.2.4.3 Simulation

Pour I’état initial z(0) = ( ¢ )
€

k10 1 2 3 4

U 4 7 11 14
€ 4 9 12 16
€ 6 9 13 16

y |8 8 11 | 15 18
Nous vérifions que V k € [ks ky] , (k) < v(k) < &(k). Pour cela, nous comparons les valeurs

de z(k) , v(k) et £(k) qui correspondent respectivement aux vecteurs suivants.

SORaEG
6 6 6
(-0
9 9 9
( 12 ) ( 12 ) ( 14 )
k=3 < <
13 13 13
( 16 ) ( 16 ) ( 17 )
k=4 < <
16 16 16
Finalement, nous déduisons que z(k) < v(k) < £(k) avec x(k) # v(k) et v(k) # £(k) pour

€
cet exemple avec z(0) = ( )
£

5.3 Commande en juste a temps des graphes d’événements a

flux temporels

5.3.1 Formulation et existence d’une loi de commande

L’objectif de la commande en juste a temps ici est de calculer le plus grand contréle u tel
que y < z avec y(y) = C ® z(v). Dans le contexte de cette étude, nous considérons le modele
d’état qui correspond aux graphes d’événements a flux temporels :

Ji

A" ®@z(7)® B~ ®u(y) <2(n) < A At @ z(y)® B @ u(y)

1=

(5.12)
Cy)®z(v) =y(v)

les coefficients des matrices A=, B, Af, Bi+ , et C appartiennent & Rypq.[7]
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Une premiere formulation du probleme de commande est donnée par la proposition 5.7. Les
propriétés de la résiduation énoncées dans le paragraphe 1.4.2 permettent d’arriver au résultat

énoncé dans cette proposition.

Proposition 5.7. Pour un graphe d’événements a flux temporel dont la représentation d’état

est donnée par le systéme 5.12, le probléme de commande en juste a temps peut étre formulé

comme suit : pour k allant de ks a kg, chercher le plus grand vecteur ( :UEW; ) tel que :
uly

( () ) <h ( z(y) ) (5.13)
u(v) u(y)

(7)) A (A\x(2)) A (Ca()A
h ( =) ) — | Auresm e Brum) (5.14)

avec

i=1

B \z(v)

Preuve : La démonstration est immédiate. Il suffit de considérer les inéquations du systeme
5.12 et d’appliquer directement le théoreme 1.32 sur la résiduation matricielle. Nous obtenons

alors le systeme suivant

2(0) < () A (AN A A AF @2() @ BF @ u(y)

C\z(v)
B \z(v)

d’otu les systemes 5.13 et 5.14.

() (5.15)

u(y)

IN N

[]

Le calcul de la plus grande commande revient alors a résoudre le systeme 5.13 dont la forme du
point fixe est la suivante :
% < f(x) (5.16)

avec f du type (min, max, +). Comme la fonction h du systéme 5.13 est non-homogene, elle
présente la forme du systéme 4.16, et 'application de la théorie spectrale est impossible. Nous
appliquons la procédure de relaxation ou d’homogénéisation vue dans le quatrieme chapitre (voir

le paragraphe 4.3.2) afin de remédier a ce probleme.

La nouvelle formule relaxée, qui est une forme homogene de la fonction h permettant la
résolution du probleme de la commande, est donnée dans la proposition 5.8 suivante. Celle-ci
fournit une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution au probléme de com-

mande.
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Remarque : Tous les résultats relatifs a 'opération de relaxation présentés dans le cadre de 1’étude de

I'estimation d’état sont aussi valables ici.

Proposition 5.8. Le systéme 5.13 admet une solution finie sur un horizon | si et seulement,

st x(Pg (X)) > 0 avec H donnée par :

i) i)
z(y) | <H|[ z(v) (5.17)
u(y u(y
o
o (7’13«"(7)) A (A7\z(7)) A (C\(2(7) @ 20))A
L= A iar @a) © Brut) (5.18)
u(y) i=1
B™\z(v)

Nous donnons seulement le squelette de la démonstration.

Preuve : D’une part, on rappelle que 'opération de relaxation consiste a introduire une variable

Ji
zo. A partir du systéme 5.14 on obtient alors : z(v) < (A7 \z(7)) A (C\2(7) ® z0) A A\ (AF ®
i=1

z(v) @ B;” @ u(y)). Comme zy < z¢, on obtient le systeme 5.18.

D’autre part, le systéme 5.17 présente la forme :
x < F(x) (5.19)

avec F' une fonction (min, max, +) homogene. Nous appliquons ensuite les résultats de la théorie

spectrale (théoréme 1.56) pour vérifier I’existence d’une solution pour le systéeme 5.17.

[]

Détaillons maintenant la structure de 'application H qui va étre appliquée. L’application

H donnée par la relation 5.18 peut se réécrire sous la forme suivante :

H = H; N Hy (520)
Zo
L’application Hi = | (v~ tz(y)) A (A7 \z(7)) A (C\(2(7) ® z0)) | représente la partie “back-
B \z(v)

ward” qui correspond aussi a la commande en “juste & temps” dans le cas d’un graphe d’événements

temporisé.

-

J1
La partie “forward” correspond & Hy = | A (A @ z(v) @ B u(v))
=1

.
Il
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Définition 5.9. Commandabilité
Un graphe d’événements est structurellement commandable si, chaque transition interne peut

étre atteinte par au moins un chemin venant d’une transition d’entrée.

La commandabilité structurelle donne une condition pour observer un effet dans une transi-
tion interne, dont l'origine vient d’au moins une transition d’entrée. Ceci nous permet d’introduire
les deux propositions suivantes 5.10 et 5.11 dont les démonstrations sont similaires aux preuves
faites respectivement pour les propositions 4.9 et 4.10 du chapitre 4. Nous considérons aussi que

I’horizon de travail ici est infini.

Proposition 5.10. Un graphe d’événements structurellement commandable a flux temporel dont

les sémantiques sont le Et-Pur et le Et-Faible, vérifie x(Pu,(X100)) = 0. La plus grande so-

T T
lution de la partie “backward” hy satisfait le systeme h ( > < ( > et donne une borne
u u

supérieure finie pour l’ensemble des solutions de < v ) <h ( . ) et ( * ) =h ( . )
U u u U

La démonstration est analogue a la proposition 4.9.

Proposition 5.11. Dans un graphe d’événements structurellement commandable o flux tem-
porel dont les sémantiques sont le Et-Pur et le Et-Faible, il existe au moins une solution finie

satisfaisant ’égalité :

i) i)
z(y) [ =H| z(v) (5.21)
u(y) u(7)

ou 1l n’existe pas de solution pour le systéme 5.135.

La preuve est similaire a la proposition 4.10.

5.3.2 Calcul de la commande

Comme pour le probléme de l'estimation d’état vu dans le chapitre 4 (section 4.4), et de
maniere analogue a ’algorithme développé dans le paragraphe 4.4.1, nous proposons ici un al-
gorithme qui permet de calculer une commande optimale dans les graphes d’événements a flux
temporels. Nous gardons les mémes notations utilisées dans l'algorithme 1 au paragraphe 4.4.1.

Le vecteur z(k) représente la séquence de sortie désirée.

Algorithme 3 :

Pas 0 : initialisation p;(ky) < T, Xi(kf) < T
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Répéter jusqu’a : A\j(k) = pi(k) pour 1 <i<n,1<j<metks <k<ky

Pas 11 Ai(k) — (k) A JA=(Li)\Ak + D] A[CLiNz(k)] de k =Ky &k,

Pas 2 : uj(k) < B~ (.,7)\\(k) VEk € [k, ky]

Pas 3 : pi(ks) «— Ni(ks)

3(#)

wi(k) — Xi(k) A li\l[AlJr(i, )@ u(k—1) @ B (i,.) @ u(k)] de k= ksp1 & ky
Pas 4 : u;(k) < B~ (.,7)\u(k) VE € [ks, ky]

Cet algorithme est fait de manieére similaire & I’algorithme 1 du paragraphe 4.4.1 et les mémes
commentaires peuvent étre affirmés. Rappelons que 'algorithme relatif & la commande proposé

ici, est aussi pseudo-polynomial.

5.3.3 Illustration

Nous considérons dans ’exemple de la figure 5.3 un graphe d’événements a flux temporel
(sémantiques considérées : Et-Faible et Et-Pur). Cet exemple permet d’illustrer 'approche
proposée dans ce chapitre pour le calcul d’'une commande optimale. La sortie désirée (consigne)
est donnée par le tableau ci-dessous. On rappelle que 'objectif est de calculer u(k) tel que
y(k) < z(k) pour tout k allant de 1 & 7.

Figure 5.3 : Exemple d’un graphe d’événements a flux temporel
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La premiere étape consiste a modéliser le graphe de la figure 5.3. Le systéme 5.22 présente

alors le modele correspondant a ce graphe.

{ (ur (k) +1) @ (ua(k) +2) < (u1 (k) +5) @ (ua(k) + 6)

71 (k) < (w (5.22)
(u1(k) +3) @ (z1(k — 1) +2) < 22(k) < (w1 (k) +12) A (z1(k — 1) + 8)

On pose X = {uy,ug,x1,x2}.

La démarche de la construction du graphe de calcul ainsi que le calcul du vecteur spectral
est présentée dans des exemples au chapitre 3. On s’est limité ici a donner le résultat de calcul
du vecteur spectral. Nous avons obtenu x(®,+(X7)) > 0. Par conséquent le systeme 5.3 admet
une solution finie, d’ot1 on peut calculer une commande optimale ainsi que le plus grand état.

Le systeme peut se réécrire sous la forme matricielle suivante :

_ T (k‘ — 1) _ (75} (ki) 5(51(]{?)
A @ ( .’L‘Q(k-l) ) @B ® < UQ(k) ) S ( 332(/{?) )
<lare [ TF D) opre [ W) A lape [ Y ) g pre [ vt
- zo(k — 1) ! k) 2 zo(k — 1) 2 u
5
6

(5.23)
1 2 T T 5
avee A= = © ° , B~ , AT = °c , A = , Bf = ,
2 ¢ 3 € 8 ¢ e € e €
T T
+ _ _
BQ—<125)etC—(5 O)

Une mise en oeuvre de 'algorithme 3 sur cet exemple a permis de calculer la commande

optimale ainsi que le plus grand état. Les résultats de simulation sont regroupés dans le tableau

suivant :
k|1]12 |3 |4 |5 |6 |7
x1 |9 1311620 | 23|27 | 31
xo | 7|11 |15 | 18| 22| 25|29
up | 418 12 | 15|19 | 22 | 26
wg | 7|11 |14 | 18 | 21 | 25 | 29

A partir du tableau précédent regroupant les valeurs de la commande u(k) et xz(k), on peut
vérifier que la relation y(k) = Cz(k) < z(k) pour tout k allant de 1 & 7.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle approche a été proposée afin de résoudre le probleme classique
de la commande, ceci pour de nouveaux systemes. L’objectif est donc que la sortie du systeme

suive une évolution désirée selon le critere du “au plus tard”.
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Dans une premiere partie, une reformulation du probléeme de commande relatif aux GET, a
donné une expression qui utilise les opérations min, max, 'addition ainsi que la résiduation. La
variable d’état admissible et au plus tard, est la minimisation d’un terme “backward” comme
dans 'approche classique, et d’'un terme “forward” correspondant a I’équation d’état. Un algo-
rithme spécifique aux GET permettant le calcul de la commande et du co-état les plus grands, a
été développé. L’approche a été ensuite comparée avec la méthode classique “Backward”. Nous
avons montré que les deux méthodes donnent le méme résultat pour le calcul de la séquence de
commande. En revanche, dans la démarche proposée, I’équation d’état est vérifiée par le co-état,

contrairement a la méthode “Backward” dont le co-état ne vérifie qu'une inégalité.

Dans une deuxiéme partie, nous avons abordé le probleme de commande en juste a temps,
dans les graphes d’événements a flux temporels, en donnant les grandes lignes de ’approche.
Les sémantiques de tir choisies sont le Et-Pur et le Et-Faible. Ceci nous a permis d’obtenir une
modélisation mathématique que 'on peut traiter et qui englobe une large classe de modeles. Au
cours de cette partie, nous avons étudié ’existence d’une commande optimale respectant la sor-
tie désirée, et garantissant le fonctionnement admissible du graphe. Afin d’appliquer la théorie
spectrale, le passage entre deux formulations non-homogene et homogene, a été réalisé grace a
I'opération de relaxation ou d’homogénéisation que nous avons introduite dans le chapitre 4.
Nous avons abordé la commandabilité structurelle dans ces graphes, afin de trouver une borne
supérieure a l’ensemble des solutions ainsi qu’une proposition analysant I’espace des solutions.
Enfin, nous avons élaboré un algorithme afin de calculer cette commande optimale. Afin de
donner une illustration de cette approche, nous avons pris un exemple de graphe d’événements
a flux temporel. Sur ce dernier toutes les étapes, de la modélisation a la mise en oeuvre de
I’algorithme de calcul, en passant par la vérification d’une solution finie, ont été suivies. Rap-
pelons pour terminer que les outils développés ici sont également valables pour les différents
types de graphes d’événements temporels, comme le montre la figure 2.17 du chapitre 2 sur la

modélisation.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Contributions

Dans ce mémoire, nous avons abordé les problemes de vivacité, d’estimation et de commande
optimale dans les graphes d’événements (GE) temporisés et temporels. Ces différents themes
s’appuient naturellement sur une étape préalable de modélisation de ces graphes dans les algebres
dites “exotiques”. C’est I'objet du second chapitre. Celui-ci introduit la mise en équations de
graphes d’événements temporisés mais aussi p-temporels, t-temporels, arcs temporels et a flux
temporels. A notre connaissance, c’est la premiere fois que cela a été réalisé. L’intérét de ces
modeles est qu’ils introduisent un certain non-déterminisme dans la durée des temporisations.
Les sémantiques de synchronisation peuvent, d’autre part, étre complexes. De ce fait, une clas-
sification des différents graphes d’événements permet de clarifier du moins algébriquement ces
phénomenes. Le modele algébrique des graphes d’événements a flux temporels a sémantiques
Et-fort et Et-Faible, représentent ainsi un modele dit ”d’intervalle” dont la forme généralise celui
du temporisé mais aussi des autres GE considérés. Une seule forme du modele d’intervalle suffit
ainsi pour décrire les différents types de graphes d’événements. C’est ce modele qui sera le sup-

port principal des trois chapitres suivants, c’est a dire la vivacité, I’estimation et la commande.

Dans ce chapitre de modélisation, nous considérons en particulier les GE p-temporels dont
la particularité est la possibilité de mort de jetons, en raison de la présence de contraintes sur
la durée de séjour maximale des jetons dans les places. Nous analysons les fonctionnements
au plus tot mais aussi au plus tard. Nous avons montré que le fonctionnement au plus tot (et
également au plus tard), pour les graphes d’événements p-temporels, ne peut étre pris locale-
ment comme dans les GET mais globalement. Ainsi, la notion du fonctionnement au plus t6t
des graphes d’événements p-temporels ne peut étre définie de maniere analogue aux GET et,
une conséquence, est que la notion de fonction de transfert ne peut étre exprimée simplement

en raison de la complexité des phénomenes.
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Un deuxieme objectif est la validation des modeles du type intervalle et I'analyse de la
vivacité des graphes d’événements p-temporels sous 'hypothese que la structure du GE soit
vivante. Nous avons d’abord établi des conditions sur la compatibilité des systemes de type
intervalle (f,g). La premiere méthode analyse le graphe de calcul par le vecteur spectral. Le
graphe de calcul présente cependant une structure complexe, faisant introduire des rétroactions
et sa taille est, d’autre part, infinie. Un repérage purement manuel des circuits dans le graphe de
calcul est extrémement difficile, sinon impossible et exige une informatisation, ce qui est I’'objet
d’un travail actuellement, dans la communauté scientifique. Récemment, des outils et des ap-
proches ont été développées pour le calcul du vecteur spectral des fonctions (min, max, +) [CZ02]

et [CZ04], ainsi que pour la résolution des systémes d’inéquations de type (min, max, +) [CZ05].

Nous avons ensuite appliqué les résultats trouvés dans le cas ou f et g sont respectivement
de type (max, +) et (min, +) afin de développer une approche pour étudier le probleme de la
vivacité des GE p-temporels. La possibilité de re-formuler le graphe d’événements p-temporel
sous la forme matricielle X > v'A~X ® v AT X nécessite I'introduction d’une condition de
vivacité “statique”. L’introduction d’une série particuliere de matrices aboutit & une seconde ap-
proche analysant la vivacité temporelle, en permettant une interprétation condensée du graphe
de calcul. Les matrices sont de la dimension du nombre de transitions du GE et sont ainsi
de tailles plus réduites. Le calcul est d’autre part itératif et exploite les résultats des calculs
précédents. En résumé, la deuxieme approche peut étre qualifiée de dynamique contrairement
a la premiere. Celle-ci peut cependant traiter des modeles plus complexes comme les GE a flux

temporels.

L’estimation d’état et la détection de défaillances est un autre centre d’intérét. Nous
considérons en particulier, les graphes d’événements temporisés et a flux temporels pour les
sémantiques Et-Pur et Et-Faible. Le probleme d’estimation pour ces derniers a été re-formulé
sous forme d’un probleme du type point fixe # < f(z) avec f une fonction (min, max, +). La
résolution nous a conduit & introduire un estimateur optimal permettant d’estimer le plus grand
état. La particularisation aux GE temporisés nous ameéne a un second algorithme. D’autre part,
la synthese de cet estimateur nous a conduit a développer une approche pour la détection de
défaillances. Cette approche se base sur la vérification de la cohérence entre le modele et les
données qui décrivent ce dernier. L’image de cette cohérence est donnée par deux contraintes
relatives aux données, émanant de ’entrée et de la sortie, ce qui constitue un moyen de test
en ligne. En effet, la vérification de ces deux contraintes signifie que le modele suit son fonc-
tionnement nominal. Dans le cas contraire, I’'occurrence d’une défaillance s’est traduite par une

incohérence entre le modele et la réalité du processus.

La derniere partie traite le probleme de la commande optimale dans les graphes d’événements
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temporisés et a flux temporels. Ainsi, la classique approche “Backward” a été analysée. Pour
cela, un algorithme spécifique aux GET permettant le calcul de la commande et du co-état
les plus grands, a été déduit a partir de 'algorithme général de point fixe MD. Apres re-
formulation, la méthode “Backward” a été comparée ensuite avec I'approche développée. Les
deux méthodes donnent le méme résultat pour le calcul de la séquence de commande. Ceci mon-
tre que la méthode “Backward” ne constitue qu'un cas particulier de résolution du type point fixe
[DDAO03b]. Dans la démarche proposée, ’équation d’état est vérifiée par le co-état contrairement
a la méthode “Backward” de base, dont le co-état ne vérifie qu’une inégalité. Guidée par cette
premiere étude, nous avons ensuite abordé le probleme de commande en juste a temps, dans
les graphes d’événements a flux temporels. Nous avons d’abord appliqué la théorie spectrale
afin de vérifier 'existence d’une commande optimale. Le passage entre les deux formulations
non-homogene et homogene a été réalisé grace a ’opération de relaxation ou d’homogénéisation,
que nous avons introduite dans le chapitre 4. La borne supérieure de I’ensemble des solutions
ainsi qu’une proposition analysant ’espace des solutions, a été introduite grace a la command-
abilité structurelle dans ces graphes. Enfin, un algorithme de calcul de commande optimale a été
élaboré. La démarche proposée peut rapidement étre appliquée sur d’autres problemes, comme
la commande optimale de graphes d’événements avec spécifications définies, par exemple avec

un graphe d’événements p-temporel.
Perspectives

Une perspective est le développement d’une commande en ligne s’inspirant d’approches de
I’automatique classique en algebre usuelle. Dans ce domaine, le comparateur est probablement
I'un des composants les plus importants car il touche au fonctionnement profond de la boucle
fermée qui est basée sur I'idée de comparaison et qui est relativement simple : par exemple, dans
une régulation de vitesse d’une voiture, lorsque cette vitesse est trop faible par rapport a la con-
signe (une montée), le comparateur indiquera qu’une action est nécessaire (ici une accélération).
Inversement, si la vitesse est trop forte (une descente), le comparateur demandera le ralen-
tissement du véhicule. Enfin, lorsque la vitesse correspond & la consigne, le véhicule aura un

comportement optimal.

Maintenant, si nous transposons dans ’algebre des fonctions topicales, une commande peut
de maniere similaire étre définie ou les dates des sorties sont les plus grandes possibles en fonc-
tion des contraintes et en particulier d’une consigne qui correspond aux dates désirées. Cette
commande peut étre optimale dans le cas ou le systéme est connu avec précision. Cependant,
le systeme peut subir une perturbation comme la variation d’une temporisation, qui peut étre
soit une augmentation, soit une diminution de durée. Dans ce cas, afin que 'objectif de “juste

a temps” soit respecté et ainsi converger vers 'optimalité, le systeme de commande, comme en
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automatique classique, devra accélérer ou ralentir selon les perturbations. Lorsque celles-ci dis-
paraitront, le systéme de commande gérera le processus de nouveau, de maniere optimale. Ainsi,
par exemple, un graphe d’événements temporisé sera de nouveau commandé par ’approche

“Backward”.

En ce sens, la démarche proposée par B. De Schutter et T. van den Boom qui s’inspire de
la commande & prédiction basée sur le modele (Model Predictive Control en anglais) en au-
tomatique classique, est une réponse pertinente, car elle s’appuie sur un critere d’optimalité a
minimiser qui pénalise les retards, et est maximale, lorsque le fonctionnement est en “Juste a
temps”. Le critere scalaire est composé d’un critere relatif a I'entrée et d’un critere relatif a
la sortie. Ce dernier représente une erreur de poursuite ou la somme des retards par rapport
aux dates de sortie désirées est nulle lorsqu’il n’y a pas de retard. Le critere relatif aux entrées
maximise celles-ci. La résolution du probléme les conduit & une commande prédictive a fenétre
glissante qui gere aussi bien le cas “trop tot” que “ trop tard” ce qui en fait un outil performant.
En effet, I’étude du critére montre qu’elle généralise ’approche dite “Backward” basée sur la

résiduation.

Comme les systemes considérés sont du type graphe d’événements temporisé, une perspective
émerge naturellement, c’est celle de la généralisation de I’approche prédictive a des modeles plus
complexes, p-temporel, arcs temporels,--- tout en gardant un critere d’optimalité. L’objectif
est alors d’intégrer les différents éléments nécessaires a une commande prédictive, c’est a dire
I’estimation optimale de 1’état courant, la commande optimale,--- Considérant ces différents

éléments, ce mémoire participe ainsi au développement de cet objectif.
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