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Commande supervisée des automates
e Motivation pour la commande supervisée

e Problemes de controle logiques : états défendus et blocage
(viabilité).
e Problemes temporels : satisfaction des contraintes tem-

porelles (dates limites)

e Commande des systemes complexes et distribués : systemes
de production, réseaux informatiques et de communication

e SED aux structures concurrentes (aut. modulaires) : auto-
mate global est le produit synchrone des automates locaux



Automates (max,+)

e Automates (max,+) : classe importante des automates tem-
porisés avec 1 horloge et des automates a multiplicité (Mealy)

e SED représentés par automates (max,+)

e Les deux phénomenes importants : synchronisation et con-
currence (partage des resource) sont présents

e RAP temporisés - avantage de simplicité de modélisation,
mais plus difficiles pour méthodes analytiques

e Automates (max,+) - avantage de simplicité du modele,
mais plus difficile d’obtenir un tel modele

e Commande supervisée a été généralisée aux automates tem-
porisés

e L.a méthode repose sur la supervision des automates logiques

e Notre approche : commande supervisée des automates (max,+)
inspirées par les GET



Définition d’automate (max,+)

G = <Qa A7 qo, Qmat> avec
Q ...états

A ...événements

qo - - . €état initial

@m - .. ¢états finaux

t:Q XAXQ— Ry, ... transition

interprétation : durée minimale de transition.

N.b. cette définition ne considere pas les délais initiaux et finaux

ul u2

x1 x3

%2 x4



Séries formelles

Comportements des automates (max,+) sont des séries formelles
Ripaz(A) ={w: A* > Ry}
Comportement de G = (Q, A, qo, Qm, t)
pour w =ay...a, € A* est défini comme

l(G) (w) = MAaZy,,..q,€Q: ¢ €Qm (t(qo, ai, Q1)+t(Q17 az, qQ)+' ) '+t(qn—17 A, qn))

[(G)(w) est le plus long chemin correspondant au label w
de I’état initial a un état final.

Avec le formalisme matriciel:
H(G)(w) = a® pu(w) ® B,

ou a = (e,¢,...,¢e) et similairement pour g



Dioid des séries formelles

Dioid des séries formelles avec des variables de A et les coef-
ficients de R,,qz:

Ripaz(A) ={s: A" = Ry}

Notation série : s = @, 4« s(w)w

R4z (A) forme un dioid avec I’addition point & point et la
multiplication de Cauchy (convolution) définies par:
Pour s = @peas(w)w € Rpa(A) et 8 = Dpeas’'(w)w €
Ripaz(A):

s®s = @ (s(w) & §'(w))w

weA*

s®s = @(@ s(u)s'(v))w.

wEA* uv=w

et

Ce dioid est isomorphe au dioid des dateurs généralisés via

y: A" = Rypae — Oueary(w)w € Ry (A).



Matrice morphisme d’un automate (max,+)

Pourt: @ x A X Q — R,,.: est associée Va € A la matrice
M(a) . Q X Q — Riaz par
N(‘U%CI’ = t(Q7 a, q,)'
1 associée a G est considérée comme élément de Rmaw(A)QxQ,

- p=P www

weA*
Cependant, en étendant sa définition aux w € A* et en utilisant
les propriétés de morphisme :

,u(al . -an) = :u(al) e ':u(an)‘

p est completement déterminée par p(a), a € A.
En effet,

p = (Dacap(a)a)”.
Avec abus de notation on a

p= @ p(a)a.

acA



Automates (max,+) vs. RdP saufs temporisés

RdP : modeles naturels congus pour systemes concurrents

ul u2
%
%2 x4

Pour les automates le produit synchrone est utilisé

1 x1 u2 x3
) | % |
Cl Q




Définition. (Produit synchrone)
Pour automates (max,+)

G1 = (Q1, 41,010, Q1m,t1), G2 = (Q2, 42,920, Q2.m, t2).

Leur produit synchrone est

Gi1]|G2 = (Q1 X Q2, A1 U Az, q0, @),
90 = (910,920), Qm = Qum X Qam,
( t1(q1,a,q)) ® ta(qe,a,q,), sia € AN Ay et
ti(q1,a,q1) # € # ta2(q2, a, g3)
i=1,2, fi(gi,a)!

t(<Q17 q2>7 a, <ql17 q,2>) = A tl(qh a, q,1)7 sl a c Al \ AQ
t2(q27a7qé)7 sia€ AQ\AI fQ(QQ,a)!
undefined, autrement : a € A1 N As et

tl(Ql; a, q,l) =& ou t2(Q27 a, qIQ) =€

\

Cette définition étend le produit synchrone aux automates
(max,+)
( de maniere intuitive synchronisation est interprétée comme
I’intersection des contraintes
(idem pour automates temporisés).
Compatible avec produit synchrone des automates temporisés



Définition. (Automate (max,+) controlé)

Un systéme contrdlé (en boucle fermée) est défini comme
G. = C|G,
ou C' est un autre automate (max,+) appelé superviseur
e Un superviseur peut interdire et retarder des événements

e Nous étudions d’abord le cas spécial, ou le superviseur
agit seulement sur les délais, et non sur l'occurrence des
événements (P’aspect logique)



Représentation algébrique des automates (max,+)

I. Approche dateurs généralisés
Vw € A* (vecteur d’état) z(w) € RY

2(w) = 0 ® p(w),
y(w) =z(w) ® B
Donc, Vq € @

zo(w) = P ajeq ® pjg(w),

autrement dit la date dans laquelle on entre dans I’état ¢ avec

la tache w si I’on commence dans ’état initial.

S. Gaubert (1995) : automates (max,+) admettent une représentation
linéaire a 'aide des dateurs généralisés de A* vers Ryu:. ¥ :

A* — R, satisfait les équations:

v(wa) = o(w)u(a)

z(e) = «
y(w) = z(w)p,
avec a et 8 déterminant ’état initial : o = (g,...,¢g,e,6,...,¢),

ol e est sur I’endroit correspondant a I’état initial et sim. pour

B,



Représentation algébrique des automates (max,+)

II. Approche séries formelles

De méme que pour les GET, les automates (max,+) admet-
tent une représentation linéaire dans le dioid des series formelles
avec les variables noncommutative de A : Ryu:(A) = (Rimaz)?

T=xuD o
y =zp,
ol pp = P e4 (a)a € Rpaz(A)

Le comportement autonome d’un automate (max,+) est la
plus petite solution de cette équation:

y=oup



Pour exemple (automate G)

[8 2b 4d-|
(1 z223) = (z12223) |la € €| Da
[30 3 &?J
y = zp,

where z = (21 29 x3),
a=(ece)et f=(eee).



Opérations tensorielles

Si A est une matrice de dimension m X n et B une matrice
de dimension p X ¢ sur un dioid, alors leur produit de Kronecker
(tensoriel) A @' B est la matrice de dimension mp X nq:

[allB ce allB-I

A'B=| : .
[amlB T amnBJ

En particulier, C = A ®" B des matrices carrées A = (aj;)};—;

et B = (bx)j =, est une matrice de dimension n.m x n.m avec

t
Cik,ji = aij ®" byy.

La somme tensorielle des matrices carrées sur un dioide est
définie comme

A®'B=AR'E,, ® E,®"'B,

ou FE,, et E, sont les matrices d’identité de dimension m et n,
resp.



Soient G et Gy des automates (max,+) avec les matrices
morphismes notées uq et us, resp.
et By et By les matrices morphismes des automates booléens
correspondants
FEy et Ey sont matrices d’identité des dimensions de G et Go,
resp.

La matrice morphisme du produit synchrone G;||G2 admet
la décomposition suivante:

U1 (a) ®? Bg(a) & Bl(a) ®? /,Lg(a), ifae A1 N A
MG1||G2(a) = :ul(a) ®* Es, if a € A4 \ Ay
E; ®? /,Lz(a), if a € Az\Al

[Bi(a)lij = { z ’ [M(a)]? 7 et [Baa)ly = { Z :i {Z;EZHZ ii



Cas général n e N

Généralisation au cas n € 7,
Notation : Z2 ={i € Z, : a € A;}.

La matrice morphisme du produit synchrone Gy|| ... ||G,, ad-
met la décomposition suivante:

Ha)a, (@) = D Mi(a)®'. .. M;_1(a)®' s, ()" M1 (a)®". .. My (a),
i€z
ou M;(a),i € Z, sont les matrices de dimensions de G;,i € Z,,

resp. définies par

. Ez if a €Az
Mz(a) - { Bz-(a), if a € A;



Commande supervisée des automates (max,+).

To|q 1 A — Rpo satisfait:

maxr

Tco|c = To|cMe|c D o
Yo|lc = Tc|aB

ou pcye est la matrice morphisme du systeme controlé.
On obtient:

_ *
LG = Alc|G>

Yyc\c = Oé,UZ*HGﬂ,

d’ou l'intéret de I’étude des propriétés de ,uz,”G.



Matrice morphisme du systéme controlé.

Notation : A, et A,
A=A\ A, U (A.N A,) Nous obtenons:

oo = €D [ue(a) ©' Eglud
u€A:\A4,

D [re(a) @' By(a) ® Be(a) @' py(@)]Ja® B [Ee®' py(a)]a.
a€A.NA4, acA \ A,

La décomposition de uc| g sépare la partie commande

(terme €D 4,4, [1ec(a) ® Eglu)
de la partie autonome de pcy (le reste).



Systeme controlé (en boucle fermée)

Notation X := €P,c 4 4, [He(u) ® Eglu et

H:={ @ [1(a)®By(a)®B.(a)&" ny(a)la® @ [Ec1y(a))a}’
acA:NA acA \A,
Alors,
NE‘HG =(X@H)=H(XH)"=(HX)"H.
Analogie avec I’approche feedback pour les GET (Cottenceau et
al. 1999, 2001).
Commande en JAT:

Etant donnée spécification (modele de reference) y,.f : A* —
R4 nous cherchons le plus grand

X = @ pe(u)

ueAN\A,

tel que

H(XH)' = H( D [ne(w) & EJuH)" < aXyresfB,
ueAN\A,

ol aRyresf B joue le role de matrice G,y dans Cottenceau et al.,
2001. Toutes les opérations dans /LEHG . @ (si restreinte), ®°, *,
sont résiduables,

donc la théorie de résiduation s’applique!



Projections naturelles des séries formelles

Pour B C A : Pp: Ruas(A) = Ryas(B)
S = ®w€A*3(w)w S Rmax(A) PB(S) — @weA*S(w)PB(w)a ou
Pp(w) comme pour langages formels, i.e.

et

PB(a):{a sia € B

e sia¢ B

P s’étend aux mots de A* tel que P est concatenative :

Pg(ay...a,) = Pp(ai) ... Pg(ay,).
Exemple.

P.y(3abc @ 4abc* @ 2ab) = 4ab.



Propriétés des projections

Pour s = @yeas(w)w € Rpa(A) et
s' = @peas'(W)w € Rygr(A) :
(i) Ps(s © s') = Pp(s) © Pp(s')
(i) Pp(s*) = Pp(s)”
(iii) Pour matrices R = (rij)?,jzl et R = (rgj);{;:l) avec Vi et Vj :
Tij;Tij € Rmaz(A) nous avons :

Ps(R®'R) = P3(R) ® Pg(R)).
Proof.
(i) Pp(s®s') = Guear (Duv=ws(u)s'(v)) Pp(w) = Ouear (Buv=ws(u)s'(v)) Pp(uv) =

Buwea (Puw=ws(u)s'(v) Pp(u) Pg(v)) = Pp(s) ® Pp(s’).

(ii) Directement (i) comme Pg(s*) = Pp(@s") = @52 Pp(s)" =
PB(S)*.
(iii) Conséquence de (i) et définition du produit tensoriel.



La résiduation de la multiplication tensorielle est simple.

Proposition (Résiduation de la multiplication tensorielle)

Soient X, A, et B matrices carrées sur un dioid complet D de
dimensions n, m, et nm, resp.
La plus grande solution de X ®' A < B est donnée par

m
Xi; < /\ Bir jit Awt,
k=1

ou les blocs dans la matrice B sont formés d’apres la définition
du produit tensoriel.

Dualement, la plus grande solution de A®' X < B est donnée
par

m
X < /\ Aii}Big ji-
ij=1



Hélas, les spécifications basées sur les séries multivariables ne
sont pas si pratiques, e.g. 'approche GET permet de spécifier
la sortie d’'un SFPM par un vecteur des séries univariables.
Pour A, C A transitions de sortie

Yres 1 N — RF _ vecteur des dateurs (entrée de réference).

Probleme de commande correspondant:

Py(yoye) = PylarecB) < Yres

pour tout y € Ay.
En utilisant les propriétés des projections nous obtenons Vy €
Ay
Py(ycje) = Py(O‘NEHGﬂ) = aPyH(P,XP,H)"B,

avec les mémes H et X comme ci-dessus et

Py(yCHG) € Rmam(y)



Probleme de commande JAT

k

a1l faut trouver les plus

Pour la spécification y,f : N = R
grands p.(a) tels que

Py(yeye) = Py(aNZ’HG/B) < Yref

Yy € Ay, ou X = ®UEA0\A9 ['uc(a) ®? Eg]u.
Donc, Yy € Ay

aP H(P,XP,H)* B < yres, ie.
PyH(PyXPyH)* < Oé\yref?{ﬂa

En appliquant la Proposition 3 dans Cottenceau et al., 2001.
S’il existe une matrice D € Rpuq(y) telle que aXyyerf8 = HD*
ou D' € Rz (y)telle que aXy,esf 5 = D™ H alors il existe le plus
grand P, X tel que P, H(P,XP,H)*X < aXy,. ¢, notamment

(PyX)Opt = PyH&[aX{yreff(BVPyH'

Dans la plupart des cas ces équations ne possedent pas de solu-
tion, car projections font ’abstraction des ordonancements pos-
sibles.

Il est plus réaliste de considérer des specifications multivariables!
Mais afin de les obtenir (specs. multivariables) des heuristiques
(e.g. régle deJakeson’s EDD) doivent étre appliquées.



Exemple

Nous considérons 2 sorties de réference associés aux transi-
tions z9 et x4
Les durée des transitions u; et us des controleurs C'1 et C2 sont
a déterminer alors que
tc(., I, ) =2= ts(., xq, .), tc(., xs3, ) =1= t(., I3, .), tg(., T4, ) =
3, ts(.,:{?g, ) = 1.
Nous posons ici C' = C|Cs.

Figure 1: Controleur (max,+) pour I’exemple



D’apres le théoréeme de décomposition
toe = (te(u1) @ Ey)ur® (pe(u2) ' Ey)us® E®' g (22) 220 E,®' 11y (74) 74

D (pe(1)®' By (1) @ Be(21) ®" g (1) 210 (e (23) ' By (3) ® Be(3) @° g (w:3) ]33

avec

£ € € € E € € €
() = v] € € € (1) = £ € € €

1) = 2) =
¢ e ¢ e|’ "¢ vy € € €
£ v € E Vg £ €



Analogiquement,

€
,Uc(xl): Z
€

Donc,
€
Bufar) = |
€

M OO O DN

M O 6O o©

M OO 6O O

M M M O

M N M M

M O M O

, pe(z3) =

M OO 6O O

M M M O

M M O

M M M O

N M O =

M ™ O O

M M = M

M O o O



Enfin,

Ng(ml) =

et

o“g(v”??) =

Nous avons a = (e, ¢, . ..

» Mg ($3) =




Considérons la sortie de réference : dateurs
:Egef : N = R €t :vzef : N = R,,,, associés aux transitions
xo et x4. Il faut que

Py, (ycyc) = P (atipyeB) = aPe, H(Py, X Py, H)'B < 2

)

et
Pr,(yeya) = Pu(apgyeB) = aly, H(Py, X Py, H)'B < zh!
avec H et X ci dessus, i.e. dans cet exemple
H = @Ec®tﬂg($2)$2®Ec®tMg(5B4)$4€B(,Uc(fBl)®th($1)@Bc($1)®tug(371)]55169

(e(3) ® By(3) © Be(23) ®" pg(23)]zs et
X = (pe(ur) ® Eg)ur @ (pe(u2) ®° Eg)us.

Le probleme de commande JAT est de trouver le plus grand
pe(u;), i = 1,2 tel que

aP,, H(P,,X P, H)*B < it/

)

et
aP, H(P, XP, H)*B < zy/.



Résiduation de la multiplication matricielle donne:

Py, H(Pay X Poy H)' < akay /45,

et
P, H(P,, X P, H)* < aXzi/48.

D’apres la Proposition 3 de Cottenceau et al., 2001 nous obtenons:
P$2X S P$2H\A<[a§$gef7{/8]/¢(P$2H

et
Py, X < Py, H\[aXe} /4B Py H.

Pour cet exemple il n’y a pas de solutions & ces équations par
manque d’information sur I’ordonancement qui est important.

La méthode reposant sur des projections permet de décider si
I’ordonancement est important ou pas dans un exemple concreét.



Conclusion et Perspectives de recherche

e Commande supervisée des automates (max,+) : approche
résiduation

e Commande supervisée : combiner les deux aspects (logique
et temporel)

e Extension aux SED plus généraux : automates temporisés
avec 1 horloge

e Commande aux observations partielles

e Commande décentralisée et modulaire des automates (max,+)



Timed automata

e Timed automata (S, A, C,t, sy)), or (S, (o,1)).
S ...state set
A ...event set
C' ...set of clocks
tC SxAxSxAC x 2% is the nondeterministic transition
function
Transitions are labelled by T'r = (s, a, ', Cond, Z), where s
is origin, s’ is destination, a is the event label, t can occur
ony siCond = TRUFE et the clocks in Z are reset.
Syntax for enabling conditions (AC) :
c=k,wherece C, k€ R, et =€ {<,>,<,>,=}.
Extended state : (s,c¢) C S x RICI with s state et ¢ the
current values of clocks.



Control of TA

e Behaviors are timed languages, specification as a TA S

e Find a controller Cont such that L(P || Cont) C L(S) or
L(P || Cont) N L(S) = (negative specification)

e Decidability results for control with full observations (Asarin,
Maler, Pnueli, Sifakis, 1998)

e Undecidability results for control with partial observations
(Bouyer et al. 2003)

e Decidable classes : negative external specification (Bouyer
et al. 2003)

e Timed versions of controllability et observability



