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Résumé

Les systémes max-plus linéaires constituent une classe de systémes a événements discrets
(SED) pour lesquels il existe des modeéles linéaires (représentation d’état ou de type entrée-sortie)
analogues dans la forme & ceux utilisés dans la théorie des systémes linéaires conventionnelle.
Cette approche permet de considérer des problémes de modélisation et de contréle, adaptés a
certaines classes de systémes (systémes manufacturiers avec des synchronisations, systémes de
transport avec correspondance, modeéles d’échanges de données dans des réseaux informatiques),
ceci dans l'esprit de I'automatique linéaire. Les travaux que nous avons menés dans ce théme ont
principalement concerné la modélisation, la simulation, I’élaboration d’outils de calcul et la syn-
thése de lois de commande pour des systémes décrits par des Graphes d’Evénements Temporisés
(GET), ou par des classes de réseaux de Petri englobant les GET. I’accent a été mis notamment
sur la possibilité de modéliser différents phénomeénes, non nécessairement linéaires dans max-plus,
par des approximations & I’aide d’intervalles. Ces intervalles décrivent des bornes sur les compor-
tements possibles du systéme considéré. Des problématiques de commande originales découlent
ensuite de cette approche : comment élaborer une loi de commande qui ait de bonnes propriétés
pour tout comportement dans U'intervalle 7 Quel effet la loi de commande a-t-elle sur 'incertitude
lice a I'approximation intervalle 7 Un autre aspect a concerné 1’étude des GET valués, c’est-a-dire
des modéles aptes & modéliser, outre les phénomeénes déja décrits par les GET, des opérations de
groupement /dégroupement. Il a été montré que leur comportement peut étre décrit au moyen
d’expressions rationnelles utilisant des opérateurs élémentaires. Les modéles entrée-sortie ainsi
obtenus permettent d’aborder des structures de commande directement adaptées de celles mises

en ceuvre pour les systémes max-plus linéaires stationnaires.
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Notations

Ensemble Y. : ensemble des fonctions compteurs (fonctions monotones non décroissantes)
Ensemble Y, : ensemble des fonctions dateurs (fonctions monotones non décroissantes)
Dioide (Z, max, +) (algébre (max,+)) : semi-anneau idempotent dont 'opération somme
est le max et l'opération produit est la somme classique +

Dioide (Z, min, +) (algébre (min,+)) : semi-anneau idempotent dont I'opération somme
est le min et I'opération produit est la somme classique +

Dioide (X, min, ®) : semi-anneau idempotent dont les éléments sont des fonctions comp-
teurs, la somme est le min de fonctions et le produit est 'inf-convolution.

Dioide (¥4, max,®) : semi-anneau idempotent dont les éléments sont des fonctions da-
teurs, la somme est le max de fonctions et le produit est la sup-convolution.

Opérateurs : §' (décalage temporel), v (décalage événementiel), pi,,, (multiplication éveé-
nementielle) et [, (division événementielle)

Dioide O : semi-anneau des opérateurs (définis sur 3.) additifs muni du min et de la
composition o.

Dioide M@*[v,d] : dioide de séries formelles en variables v et J, a exposants dans Z
et coefficients booléens. Il y a correspondance entre les séries v' et 6% et les opérateurs
ci-dessus.

Dioide £ (opérateurs événementiels) : sous-dioide de O dont les éléments sont des
opérateurs obtenus par un nombre fini de somme (min) et de compositions d’opérateurs
dans 'ensemble {v", i, Bp}. Un élément de £ est appelé E-opérateur dans le mansucrit.
Dioide &, : dioide des opérateurs événementiels périodiques.

Dioide &;,,.[0] : dioide de séries formelles en la variable J, & exposants dans Z et a
coefficients dans le dioide Eper

Résiduation du produit : les opérations § et ¢ représentent l'opération résiduée du
produit a gauche et & droite dans un dioide complet. Lorsque ’on considére le dioide
(X, min, ®), on parle aussi de déconvolution (Network Calculus).

GET (Graphes d’Evénéments Temporisés) : Réseaux de Petri avec des temps de
séjour entiers sur les places et tels que toute place n’a qu’une transition en amont et en
aval.

GET-V (GET Valués) : GET avec des arcs ayant des poids entiers positifs.

GET-VE (GET Valués Equilibrés) : GET valués dont la structure satisfait une pro-
priété d’équilibre : les chemins paralléles ont le méme gain.
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Notations

GET-CV (GET Cyclo-Valués) : GET valués dont les valuations évoluent & chaque tir
des transitions. Les valuations changent selon des séquences cycliques.

SDF (Synchronous Dataflow Graphs) ou Graphes Flots de Données : modéle
graphique utilisé pour décrire ’exécution paralléle de taches informatiques produisant et
consommant des données. Modéle équivalent aux GET-V.

CSDF (Cyclo Static DataFlow) : SDF tels que les consommations et les productions
de données sont variables au fil des activations des taches, mais en respectant une séquence

cyclique.
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Introduction

Ce meémoire décrit mon implication en recherche (encadrements et travaux) depuis mon in-
tégration a 'ISTIA en 2000.

Dans le Chapitre 1, mon CV est détaillé. Il décrit de fagon générale les thémes abordés, les
étudiants encadrés dans leur formation & la recherche, ainsi que les fonctions administratives
que j’ai occupées depuis mon recrutement. Enfin, il contient les références bibliographiques des
communications dont je suis co-auteur.

Dans les chapitres suivants, je présente des travaux qui me paraissent représentatifs de mon
activité de recherche. Le Chapitre 2 contient des rappels permettant de situer le contexte des
travaux présentés par la suite. Sont fournis les principaux éléments de modélisation des systémes
a événements discrets dans des semi-anneaux idempotents (structures algébriques également ap-
pelées dioides). Le Chapitre 3 regroupe des travaux ayant en commun d’utiliser une modélisation
sur un dioide d’intervalles. La modélisation du comportement des Graphes d’Evénéments Tempo-
risés Valués sur des dioides fait I’objet du Chapitre 4. Enfin, des travaux relatifs & la commande
de systémes sont exposés dans le Chapitre 5.

La derniére partie de ce manuscrit est constituée des perspectives de travaux envisagés ainsi

que de trois communications.
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Chapitre 1

Présentation Synthétique

1.1 Curriculum Vitae

Bertrand Cottenceau
Né le 2 mars 1973 & Cholet (49)
Vie maritale, 1 enfant

ISTTA - LARIS

62, avenue Notre-Dame du Lac
49000 Angers

02 44 68 75 63

bertrand.cottenceauQuniv-angers.fr

1.1.1 Titres universitaires

1999 Doctorat de I'Université d’Angers (laboratoire LISA), spécialité Automatique et Infor-
matique Appliquée.
Mémoire intitulé "Contribution d la commande des systémes a événements discrets : syn-
thése de correcteurs pour les graphes d’événements temporisés dans les dioides.”
Theése préparée sous la direction de Laurent Hardouin et soutenue le 5 Octobre 1999 devant
le jury suivant : Christian Commault (rapporteur), Guy Cohen (rapporteur), Alain Bour-
jault (président), Edouard Wagneur, Jean-Louis Ferrier, Jean-Jacques Loiseau, Laurent
Hardouin.

1996 D.E.A. de I’Ecole Centrale de Nantes/Université de Nantes, spécialité Automatique et
Informatique Appliquée. Stage de recherche au laboratoire LISA sous la responsabilité de
L. Hardouin.

1.1.2 Fonctions occupées

Depuis 2000 Maitre de conférences : enseignant & I'Institut des Sciences et Techniques de
I'Ingénieur d’Angers (ISTIA), école d’ingénieurs de I'Université d’Angers; chercheur au
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Laboratoire d’Ingénierie des Systémes Automatisés (LISA) EA 4094 jusqu’en 2014, puis au
Laboratoire Angevin de Recherche en Ingénierie des Systémes (LARIS) EA 7315.

1999 - 2000 Attaché temporaire d’enseignement et de recherche (ATER) : enseignant
a P'ISTIA, chercheur au LISA.

1996 - 1999 Doctorant au LISA ; moniteur & 'ISTIA.

1.1.3 Activités pédagogiques

Depuis mon recrutement, mes enseignements relévent du génie informatique et de ’auto-
matique : architecture des ordinateurs, systémes programmables & base de micro-contréleurs,
programmation en langage C, programmation orientée objet en C+—+ et en C#, asservisse-
ments linéaires, simulation de systémes & événements discrets. Ces derniéres années, ma charge
d’enseignement a été en moyenne de 240 heures equivalent TD par an. Je suis intervenu tres
majoritairement au niveau master/cycle ingénieur, mais également dans le cycle préparatoire de
PISTIA.

1.1.4 Activités administratives

Depuis 2012 Responsable de la filiére et de l'option Automatique et Génie Informatique de
I'ISTIA, école d’ingénieurs de I’Université d’Angers
[http://www.istia.univ-angers.fr|.

L’équipe pédagogique de la filiére se compose en 2014-2015 de : 4 Pr, 10 MCF, 1 ATER, 3
doctorants moniteurs et environ 20 vacataires.

I’option, qui correspond aux deux derniéres années du cycle ingénieur & 'ISTTA, est suivie
en 2014-2015 par 81 éléves ingénieurs.

2008- 20012 Responsable de la deuxiéme année du cycle ingénieur (Bac+4) de Poption AGI
Automatique et Génie Informatique de 'ISTTA

2006- 2008 Responsable de 'année Master 1 (Bac+4) IAIE (Ingénierie Automatique et Infor-
matique d’Entreprise) de 'ISTIA

2001 - 2006 Responsable de ’année IUP3 (Bac+4) conduisant au diplome de maitrise en Génie
des Systémes Industriels option Automatisation et Informatisation de 'ISTIA

Depuis 2001 Membre élu de la commission de spécialistes/du comité consultatif 60-63-iémes
sections de I’Université d’Angers et ponctuellement membre extérieur pour la commission

de spécialistes de "université de Nantes.
2014 - Membre élu du conseil de laboratoire du LARIS.

2010 - 2011 Membre nommeé au Conseil National des Universités section 61.
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1.2 Activités de recherche

1.2.1 Thémes abordés

Depuis mon recrutement & 'université d’Angers en 2000, mon travail de recherche a principa-
lement porté sur I’étude des Systémes a Evénements Discrets (SED) Temporisés, en particulier
avec les outils algébriques issus de la Théorie des Systémes Linéaires sur des Dioides. Parmi
ces travaux qui relévent d’une thématique trés spécifique, je pourrais néanmoins distinguer les
aspects suivants.

— Modélisation : beaucoup des travaux auxquels j’ai participé relévent de problémes de
modélisation. L’objectif a souvent été de chercher & réutiliser la théorie des systémes
(max,+) linéaires, qui s’applique idéalement a la classe des Graphes d’Evénements Tempo-
risés (GET), pour tenter de modéliser d’autres phénoménes. Ces problémes de modélisation
concernent une part importante des travaux menés par Olivier Boutin [Boutin et al., 2009b]
[Boutin et al., 2011] et Euriell Le Corronc [Le Corronc et al., 2014]. Une solution étant
d’approcher des phénomeénes dynamiques non linéaires dans (min,+) par des encadrements.
Ceci reprend l'idée des travaux de Mehdi Lhommeau [Lhommeau et al., 2004]. Dans ce
théme de la modélisation, on peut également citer les travaux sur les GET valués qui
forment également une classe de SED non linéaires dans (max,+) mais pour lesquels il
existe un modeéle entrée-sortie sur un dioide [Cottenceau et al., 2014a].

— Simulation de SED : la collaboration avec Anne I’Anton et Jean-Jacques Loiseau de
PTRCCyN, durant la thése d’Olivier Boutin, nous a permis de nous intéresser aux outils de
simulation des SED temporisés. On a notamment développé des outils logiciels capables
d’interagir avec des simulateurs de SED. Ces développements ont été réalisés pour démon-
trer comment les correcteurs (max,+) linéaires, synthétisés de fagon théorique, pouvaient
étre concrétement mis en oeuvre. L’expérience a consisté a réaliser un simulateur de systéme
manufacturier sur l'outil Rockwell Arena (¢©) dont certains événements étaient conditionnés
par des autorisations venant d’un correcteur (max,+) linéaire (programme C++ dialoguant
en temps-réel avec le simulateur). Ces outils ont été présentés dans [Boutin et al., 2006]
[Boutin et al., 2007c| [Boutin et al., 2007b] et réutilisés dans [Cottenceau et al., 2008].

— Commande de SED : la commande de SED dans des algebres de type (max,+) était
au coeur de mon travail de thése |Cottenceau et al., 1999| |Cottenceau et al., 2001b|. J’ai
continué & m’intéresser a cet aspect aprés ma thése [Cottenceau et al., 2006], notamment au
cours de travaux avec Rafael Santos Mendes [Santos-Mendes et al., 2005], avec Sébastien
Lahaye et Aurélien Correia [Lahaye et al., 2004b|, durant la thése d’Euriell Le Corronc
[Le Corronc et al., 2009b] [Le Corronc et al., 2010a] et au cours de travaux avec Laurent
Hardouin [David-Henriet et al., 2013] [Hardouin et al., 2007] [Hardouin et al., 2010a).

— Outils logiciels pour les SED : nous avons souvent développé des outils logiciels spé-
cifiques, méme si c’est un aspect qui est peu valorisé dans les communications. Dans ce
registre, on peut citer les outils en lien avec la simulation de SED [Boutin et al., 2007¢|
[Boutin et al., 2007b], la librairie de calcul approché en C-++ pour les systémes (min,+)
[Le Corronc et al., 2014], et une librairie de calcul en C-+-+ pour les GET valués disponible
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sous la forme d’un interpréteur.

En dehors de la thématique des SED, j’ai participé au co-encadrement de thése de Nicolas
Delanoue, avec Luc Jaulin (PR ENSTA), dont les travaux ont porté sur les méthodes ensemblistes
(calcul par intervalles). Les travaux de Nicolas Delanoue ne seront pas détaillés dans ce manuscrit
bien que 'approche ensembliste ait eu une influence évidente sur certains travaux liés aux SED,
en particulier s’agissant des conteneurs introduits par Euriell Le Corronc.

1.2.2 Encadrement doctoral et scientifique

Depuis mon recrutement, j’ai pu participer a I’encadrement de 9 étudiants en thése de doc-

torat ou en master recherche.

[T1] M. Nicolas Delanoue (encadrement & 50%) a obtenu le doctorat de I’Université d’An-
gers, spécialité Automatique et Informatique, en 2006 (co-encadrant : Luc Jaulin PR
ENSTA Bretagne ; rapporteurs : M. Petitot et F.Benhamou)

Un premier aspect du travail de Nicolas Delanoue [Delanoue, 2006] a consisté a utiliser 'analyse
par intervalles (analyse numérique) pour obtenir des invariants topologiques sur des ensembles.
Un autre aspect a concerné I'analyse de systémes dynamiques, linéaires ou non, afin de calculer
des ensembles (voisinage) contenus dans le bassin d’attraction des points asymptotiquement
stables. L’analyse par intervalles est alors appliquée a l'intégration numérique garantie, ceci afin
d’évaluer I’évolution de 1’état d’un systéme dynamique .

Ces travaux ont été présentés dans [Delanoue et al., 2004| [Delanoue et al., 2006¢]|
[Delanoue et al., 2006a| [Delanoue et al., 2007| [Delanoue et al., 2006b| [Delanoue et al., 2014].
Nicolas Delanoue est actuellement Maitre de Conférences a 'IUT d’Angers, au sein du départe-
ment GEII, et membre du laboratoire LARIS.

[T2] M. Olivier Boutin (encadrement & 50%) a obtenu le doctorat de I’Ecole Centrale
de Nantes, spécialité Génie Informatique, Automatique et Traitement du Signal, en 2009
(co-encadrants : J.J. Loiseau et A. L’Anton IRCCyN ; rapporteurs : S. Gaubert et 1. De-

mongodin)

Les travaux d’Olivier Boutin [Boutin, 2009] ont porté sur la modélisation, la simulation et I’ana-
lyse de performance des Systémes & Evénements Discrets. Dans sa thése, certains phénoménes
dynamiques qui ne relevaient pas de la classe des systémes (max,+) linéaires ont été approchés
(englobés) par des intervalles. Les bornes de U'intervalle décrivent deux systémes (max,+) dont la
dynamique est pour I'un plus rapide pour I'autre plus lente que la dynamique du systéme modé-
lisé. Cette approche a permis d’élargir la classe des systémes que I'on peut étudier par la théorie
des dioides, ceci au prix d’une approximation. Par ailleurs, certains développement d’outils de
simulation/émulation ont été réalisés, notamment dans le domaine de la mise en oeuvre pratique
de controleurs (max,+) linéaires. Un systéme de transport automatisé de 'ISTIA (cf. Annexe) a
en particulier été le support & des mises en oeuvre réelles, ceci avec 'aide d’étudiants de 'option
Automatique et Génie Informatique de I'ISTIA.
Les travaux d’Olivier Boutin ont fait 'objet des communications suivantes :
[Boutin et al., 2006] [Boutin et al., 2007c| [Boutin et al., 2007b] [Boutin et al., 2007a|
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[Boutin et al., 2008b] [Boutin et al., 2008a] [Boutin et al., 2009b] [Boutin et al., 2009a]
[Boutin et al., 2011| [Boutin and L’Anton, 2011].

[M1] Mlle. Euriell Le Corronc aobtenu le Master 2 Recherche de I’Ecole d’Ingénieurs ISTTA
Angers - Université d’Angers, spécialité Systémes Dynamiques et Signaux , en 2008 ;

[T3] Mlle. Euriell Le Corronc (encadrement & 60%) a obtenu le doctorat de I’Univer-
sité d’Angers, spécialité Automatique et Génie Informatique, en 2011 (co-encadrant : L.
Hardouin ; rapporteurs : B. Gaujal et J.J. Lesage)

Les travaux menés par Euriell Le Corronc [Le Corronc, 2011] ont eu pour objet tout d’abord
Pélaboration d’outils de calcul approché efficaces pour les systémes (min,+) linéaires. Elle a
proposé des opérations sur des conteneurs, c’est-a-dire des ensembles contenant la fonction de
transfert d’un systéme dynamique (min,+) linéaire. Elle a développé pour cela une bibliothéque
C++ implémentant les fonctions d’inclusion des opérations min, inf-convolution et étoile de
Kleene opérant sur des conteneurs. Ensuite, elle a abordé des problémes de contréles adaptés
aux systémes (min,+) linéaires avec des incertitudes, c¢’est-a-dire dont la dynamique est linéaire
et stationnaire, mais dont on ne connait qu’'une approximation. Les résultats de commande sont
donc complétement adaptés aux conteneurs introduits précédemment.

Ces travaux ont fait l’objet des communications suivantes : |[Le Corronc et al., 2009b)|
[Le Corronc et al., 2009a] [Le Corronc et al., 2009¢] [Le Corronc et al., 2010a]
[Le Corronc et al., 2010b] [Le Corronc et al., 2011] [Le Corronc et al., 2012]
[Le Corronc et al., 2014].

Euriell Le Corronc est actuellement Maitre de Conférences a 1'université de Toulouse 3 et
membre de I'équipe DISCO du Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des Systémes (LAAS).

[T4] M. Johannes Trunk (encadrement a 60%) a commencé une thése en Octobre 2014 (co-
encadrement avec Laurent Hardouin). Son travail porte sur ’application des outils (max,+)
aux systémes de transport, notamment a ’aide des modéles de type Graphes d’Evénements
Temporisés valués et des systémes & synchronisation partielle développés durant la thése
de Xavier David-Henriet [David-Henriet et al., 2014].

[M2] M. Sébastien Lagrange a obtenu le DEA de I’Ecole Centrale de Nantes - Université
de Nantes, spécialité Automatique et Informatique Appliquée, en 2002 (co-encadrant L.
Hardouin)

Le sujet de recherche a porté sur ’élaboration de lois de commande pour les Graphes d’Evéne-
ments Temporisés permettant la transposition du probléme de rejet de perturbation a la classe
des systémes (max,+).

Sébastien Lagrange est actuellement Maitre de Conférences & 'ISTIA et membre du LARIS.
[M3] M. Aurélien Correia a obtenu le DEA de I'Ecole Centrale de Nantes - Université

de Nantes, spécialité Automatique et Informatique Appliquée, en 2004 (co-encadrant S.
Lahaye)

Le stage de recherche a eu pour objet principal I’élaboration de lois de commande permettant de

satisfaire des contraintes de temps de séjour maximal. Ce type de probléme est particuliérement
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adapté aux systémes dits a temps critique. Ces travaux ont fait 'objet des communications
suivantes [Lahaye et al., 2004b| [Correia et al., 2006].

Aurélien Correia a fait une thése a I'Université de Technologie de Belfort-Montbéliard (sou-
tenue en 2007) et est actuellement en poste d’ingénieur dans une cellule Recherche et Dévelop-
pement, spécialisée dans les systémes embarqués.

[M4] M. Abderrezak Abeka a obtenu le DEA de 'Ecole Centrale de Nantes - Université
de Nantes, spécialité Automatique et Informatique Appliquée, en 2005 (co-encadrant L.
Hardouin)

Le stage a été consacré a ’étude de la transformée de Legendre-Fenchel et son application aux

systémes (max,+) linéaires.

[M5] M. Mohamed Benaissa a obtenu le Master 2 Recherche de I'Ecole d’Ingénieurs ISTTA
- Université d’Angers, spécialité Systémes Dynamiques et Signaux , en 2007.

Les travaux du stage ont porté principalement sur la modélisation et la simulation de systémes
de transport.

[M6] M. Karim Bellir a obtenu le Master 2 Recherche de ’Ecole d’Ingénieurs ISTIA - Uni-
versité d’Angers, spécialité Systémes Dynamiques et Signaux, en 2010.

Les travaux du stage de recherche ont porté principalement sur la simulation de systémes a
événements discrets. Karim travaille actuellement dans la société Orange sur un poste d’ingénieur

en Technologies de I'Information.

1.2.3 Animation Scientifique

J’ai fait un séjour de 2 mois (Mai-Juin 2004) au Brésil a l'université de Campinas (UNICAMP)
comme chercheur invité. Ce séjour a permis de renforcer les collaborations avec le professeur
Rafael S. Mendes (UNICAMP) et avec Carlos A. Maia (Université Féedérale du Minas Gerais,
Belo Horizonte). Durant le s¢jour, nous avons travaillé sur 'utilisation des calculs de résiduation
du produit de convolution pour mesurer des écarts entre des trajectoires (théorie du second ordre
présentée dans [Cohen et al., 1993|) d’'un systéme (max,+) linéaire. Ce travail a débouché sur une
communication [Santos-Mendes et al., 2005]. J’ai également pu faire des exposés a l'université
de Sao Paulo (Institut de Mathématiques et Statistiques), & Curitiba (Univ. Techn. Fédérale du
Parana) et a Belo Horizonte (Univ. Féderale du Minas Gerais).

J’ai été membre du comité d’organisation des événements scientifiques suivants :

— Journées Démonstrateurs du Club EAA, Juin 2013, Angers;

— Journées Démonstrateurs du Club EAA, Novembre 2010, Angers;

— JD-JN-MACS 2009, journées nationales et doctorales du GDR MACS, Mars 2009, Angers;

— ICINCO 2007 (4th International Conference on Informatics in Control Automation and

Robotics), Mai 2007, Angers;
— Journées Démonstrateurs du Club EAA, Mars 2006, Angers.

— Cours (en collaboration avec L. Hardouin) sur la commande de systémes (max,+) dans le
cadre de I’école des Journées Doctorales MACS, Mai 2009.
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Nous avons participé ! & PAction de Recherche Concertée (ARC) INRIA intitulée COINC
(COmputational Issues in Network Calculus) en 2006-2007. Cette ARC a débouché sur I'élabo-
ration d’un outil de calcul pour le Network Calculus, réalisé durant le stage Post-Doctoral de S.
Lagrange, s’appuyant sur les algorithmes proposés dans [Bouillard and Thierry, 2008]. Les tra-
vaux de PARC COINC ont également donné lieu a une communication [Bouillard et al., 2009].
Cette ARC été coordonnée par Bruno Gaujal et a réuni (outre les membres du LARIS déja cites) :
A Bouillard, A.Jean-Marie, L.Jouhet, N. Navet et E. Thierry. Dans la suite de ’ARC COINC, ce
domaine d’étude a également été abordé au sein du groupe WEED (Worst End-to-End Delay)
de 'AFSEC, groupe animé par Marc Boyer (ONERA Toulouse).

La thése de J. Trunk, co-encadrée avec Laurent Hardouin et en co-tutelle avec Jorg Raisch de
I’Université Technique de Berlin, permet de conforter les liens entre le LARIS et TU Berlin sur
le théme des Systémes a Evénements Discrets. Cette thése est la quatriéme en co-tutelle entre
Angers et Berlin.

Evaluation d’articles et de communications : IEEE TAC, Automatica, Int. Jour. of System
Science, Control Engineering Practice, Kybernetica, Linear Algebra and its Applications, Confé-
rence CDC, Conférence ACC, Workshop WODES.

1. avec L.Hardouin, M. Lhommeau, E. Le Corronc et S. Lagrange
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Chapitre 2
Systémes (max,+) linéaires

Ce chapitre rappelle des éléments de modélisation de systémes & événements discrets. Les
systémes que nous avons étudiés relévent de la classe des systémes pour lesquels il existe des
modeles linéaires sur des dioides. Ce chapitre nous permet de définir le contexte des travaux
exposés par la suite. Les références importantes pour ces rappels sont [Baccelli et al., 1992]
[Heidergott et al., 2006] pour les systémes (max,+) linéaires, et [Le Boudec and Thiran, 2001]
[Chang, 2000] pour le Network Calculus.

2.1 Les Systémes & Evénements Discrets

On qualifie de Systéme & Evénements Discrets (SED) [Cassandras and Lafortune, 2008| un
systéme dynamique dont 1’état est constant par morceaux, et dont les changements ont lieu a
des instants discrets. Les changements d’état d’un SED sont des phénoménes ponctuels que ’on
appelle événements. Pour les systémes considérés par la suite, les instants ot les événements se
produisent sont repérés dans le temps. On parle alors de SED temporisé.

Afin d’illustrer ces notions, nous considérons I’exemple du fonctionnement d’un guichet dans
une administration. Ce systéme est constitué de deux agents pouvant répondre aux demandes des
usagers, la durée du service pour chaque usager étant considérée ici comme constante et égale a 3
unités de temps. Les variables d’état considérées sont le nombre d’agents disponibles (0, 1 ou 2)
et le nombre d’usagers en attente. Pour simplifier, on considére qu’un usager en attente est pris

Arrivée Service

A. i
™

l Départ

FIGURE 2.1 — Usagers se présentant & un guichet avec deux agents
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en charge dés qu’un agent devient disponible. I.’évolution de 1’état correspond aux événements
suivants :
— Les arrivées des usagers sont des événements notés a.
— Les débuts de service sont des événements notés s. Un délai peut survenir entre a et s si
aucun agent n’est disponible au moment de l'arrivée d’un usager.
— Les départs des usagers sont des événements notés d. Un événement d a lieu exactement 3

unités de temps aprés un événement s et matérialise également la libération d’un agent.

a
3 Agents
2 ] Disponibles
RE N |
T2 3 45 6 78 9 100 : =
s t | _ _ —
3
0
2 T T T T T T T T T T T
. 123 456 7 89 1011 4
1
T T T Usagers
T T T T T T T T T T T T
1 2 3 45 6 7 8 9 1011 en Attente
d t
3
2 2
1 1 —_
| 11 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
123 4567 89 001 4 23 4567 809 101,
Evénements Etat

FiGURE 2.2 — Fonctionnement du guichet d’une administration

Une premiére représentation possible du fonctionnement de ce systéme consiste & décrire toutes
les occurrences des événements a, s et d dans le temps. A titre d’exemple, la Figure 2.2 décrit
un comportement possible du systéme. Un usager arrive a la date 1, deux usagers arrivent
simultanément & la date 3 etc. Le temps est ici décrit comme multiple d’une unité de temps
(UT) arbitraire. Dans cette exécution du systéme, certains usagers sont contraints d’attendre la
disponibilité d’un agent. Tous les usagers ne résident donc pas la méme durée dans le systéme
(entre a et d). Ce temps de traversée, ainsi que le nombre d’usagers en attente, augmente lorsque
la fréquence des arrivées augmente (phénomeéne de saturation). La Figure 2.2 décrit également
I'évolution de ’état. A la date 0, deux agents sont disponibles et aucun usager n’est en attente.
Cet état est le méme jusqu’a la premiére occurrence de I'événement a (date 1). Entre les dates
1 et 3,il n’y a pas d’événement et 1’état est donc constant.

La Figure 2.2 fournit, dans des chronogrammes différents, I’ensemble des événements survenus
pour ce systéme. Quand il s’agit de réaliser un simulateur de systémes & événements discrets,
I’ensemble des événements générés est regroupé dans une méme structure de données, par exemple
une liste (appelée échéancier) de paires <événement,date>, ol les événements sont classés par
ordre chronologique. L’exécution du systéeme est alors décrite par la liste :

<a,1>,<s,1> <a,3>,<a,3>,<5,3>,<ad> <sd4> ,<d4>,<s5,6>,<d,6> ...
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FiGURE 2.3 — Représentation des événements par des fonctions compteurs et dateurs

Dans les modéles étudiés par la suite, d’autres représentations sont utilisées. Les listes d’évé-
nements sont converties en fonctions monotones non décroissantes appelées fonction compteur
ou fonction dateur. Sil’on considére le nombre cumulé d’occurrences d’un événement, cette fonc-
tion du temps est appelée compteur. Pour un événement a, la fonction compteur associée est
a(t) : Z — Z ou t est une variable de temps.

De facon symétrique, si ’'on considére les dates des événements 2, alors la fonction obtenue est
appelée dateur d’événement. Pour un événement b, la fonction dateur associée est b(k) : Z — Z
ou k est un numéro d’occurrence : b(0) est la date du premier événement b, b(1) la date du
deuxiéme etc.

Les fonctions compteurs et dateurs ont la propriété d’étre monotones non décroissantes par
construction : Vt,a(t) < a(t + 1), Vk,b(k) < b(k + 1). Ces fonctions jouent un role équivalent
aux signaux pour les systémes continus. La Figure 2.3 décrit comment la liste des occurrences de
I’événement a se représente sous forme de fonction compteur et de fonction dateur. L’ensemble
des fonctions compteurs est noté X. par la suite, et 'ensemble des fonctions dateurs .

2.2 Les Réseaux de Petri

La littérature fournit différents formalismes pour modéliser la structure et le comportement
dynamique des SED. Ces formalismes se déclinent en classes de modéles mathématiques et gra-
phiques parmi lesquels on peut citer par exemple les automates & états finis, les réseaux de files
d’attente et les Réseaux de Petri (RdP) [Ramadge and Wonham, 1989] [Murata, 1989].

Concernant la modélisation par RdP, les contraintes entre les événements s’expriment gra-
phiquement. Un RdAP est un graphe avec deux types de noeuds : des transitions et des places.

2. la premiére occurrence ayant par convention le numéro 0
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Des jetons (associés aux places) circulent dans le graphe, et leur répartition dans le graphe,
a un instant d’observation, décrit 'état du systéme. Le franchissement d’une transition est un
événement conditionné par la présence suffisante de jetons dans les places en amont de la tran-
sition. La structure du graphe et le nombre initial de jetons dans les places (appelé marquage
initial) permettent d’exprimer diverses contraintes comme la précédence, la synchronisation, la
concurrence, le choix etc. Dans les cas qui nous intéressent, un temps de séjour minimum des
jetons dans les places peut également étre imposé, ce qui permet la description de contraintes

temporelles.

a b a b

FIGURE 2.4 — Réseaux de Petri élémentaires

La Figure 2.4 représente différentes contraintes que les modéles RAP & places temporisées
peuvent décrire. Les événements sont ici décrits via leurs fonctions compteur a(t) : Z — Z,
b(t):Z — Zetc(t):Z — 7.

Précédence Le modele I) décrit la relation de précédence, c’est-a-dire Vt,b(t) < a(t). A
tout instant ¢, il ne peut pas y avoir plus d’événements b que d’événements a, ou exprimé
différemment, tout événement b est nécessairement précédé d’un événement a.

Délai Le modéle II) décrit une contrainte de temps de séjour V¢, b(t) < a(t—T'). L’événement
b a lieu au plus t6t T unités de temps aprés a. Un jeton produit par la transition a va
séjourner au minimum 7" unités de temps dans la place.

Décalage événementiel Le modeéle III) décrit la contrainte V¢, b(t) < a(t) + 1. Le premier
événement b n’est pas contraint. Le n-iéme événement b est apres le (n—1)-iéme événement
a. C’est une contrainte de précédence sur des événements de numéros différents.

Synchronisation Le modeéle IV) décrit la synchronisation V¢, c¢(t) < min(a(t),b(t)). Un
événement c ne peut se produire que g’il est précédé d’un événement a et d’'un événement
b.

Somme d’événements Le modeéle V) décrit la contrainte V¢, ¢(t) < a(t) + b(t). D’un autre
point de vue, un événement c peut se produire aprés chaque événement a ou b.

Choix Le modéle VI) décrit un choix V¢, b(t) + c(t) < a(t). Aprés un événement a, il peut
se produire un événement b ou un événement c, mais pas les deux.

Multiplication d’événements Le modeéle VII) décrit une multiplication V¢, b(t) < mxaf(t).

Un événement a précéde m événements b. Cette structure élémentaire permet de modéliser
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les phénoménes de dégroupement.

Division d’événements Le modéle VIII) décrit une division entiére V¢, b(t) < |a(t)/l]. Un
événement b ne peut se produire qu’aprés que [ événements a se soient produits. Cette
structure élémentaire permet de modéliser le phénomeéne de groupement/constitution de
lot (batch).

Définition 1 (Fonctionnement au plus tot) En fonctionnement au plus tot, les transitions
sont franchies des que cela est possible, c’est-a-dire aussitét que les places en amont d’une tran-

sition contiennent le nombre de jetons permettant de satisfaire les conditions de franchissement.

Pour un RdP en général, le fonctionnement au plus tot n’est défini qu’a la condition que les
choix aient été arbitrés par une politique au préalable. Pour le modeéle VI) de la Figure 2.4, on doit
en effet définir une politique indiquant, de b ou ¢, quel est I’événement déclenché instantanément
lors du n-iéme événement a. En revanche, en absence de choix, ce fonctionnement est bien défini.

Il faut aussi remarquer qu’avec le fonctionnement au plus tot, les inégalités exprimées sur
les compteurs deviennent des égalités. En effet, pour les RAP élémentaires de la Figure 2.4, les
fonctions compteurs sont alors reliées par les relations suivantes.

Le fonctionnement au plus t6t conduit a :

modele IT) [décalage temporel] <~ b(t)=a(t-T)
modele ITI)  [décalage événementiel] <= b(t) = a(t) +1
modele IV)  [synchronisation] <= ¢(t) = min(a(t), b(t))
modele VII)  [dégroupement| < b(t) =m xa(t)

> b(t)

modele VIII) |[groupement]

C’est avec le fonctionnement au plus tét que la synchronisation s’exprime par un minimum sur

des valeurs de compteurs.

Définition 2 (GET,GET-V) La sous-classe des RAP dont les places sont temporisées et ont
exactement une transilion en amont el en aval est appelée classe des Graphes d’Evénements

Temporisés (GET). Si les arcs sont pondérés par des poids entiers, on parle alors de GET Valués
(GET-V).

Pour les GET, seules les contraintes représentées par les modeéles élémentaires I), IT), I1I) et
IV) dans la Figure 2.4 peuvent étre modélisées. Pour les GET-V, des poids m,l € N non uni-
taires peuvent étre ajoutés. On peut alors décrire les phénomeénes de groupement/dégroupement
(modeles VII) et VIII)).

2.3 Représentations d’état sur les algébres de type (max,+)

La description des occurrences d’événements par des fonctions compteurs ou dateurs permet
d’aboutir & une représentation d’état pour certains SED temporisés. Notamment, pour tout
GET ordinaire ayant des places temporisées avec des temps de séjour entiers?, la description

3. et soumis au fonctionnement au plus tot
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FiGURE 2.5 — Modéle GET du guichet

du comportement peut s’exprimer par des equations d’état linéaires sur des dioides?. Cette
approche, développée depuis le début des années 1980 [Cohen et al., 1984], [Cohen et al., 1986], a
montré qu’il est possible d’obtenir une représentation d’état des GET si 'on associe des fonctions
compteurs ou dateurs aux tirs des transitions. La représentation par des fonctions dateurs conduit
a un modele linéaire sur le semi-anneau (max,+). On obtient également un modele linéaire sur
le semi-anneau (min,+) lorsque l'on décrit les tirs des transitions par des fonctions compteurs.
Cette approche est souvent appelée "Théorie des systémes (maz,+) linéaires” dans la littérature
bien que d’autres dioides (dioide d’opérateurs, dioide de séries formelles) peuvent également
contribuer & la modélisation et & 'analyse de SED.

Pour résumer trés briévement, en notant u (resp. y) le vecteur représentant la description des
événements associés aux transitions d’entrée (resp. de sortie) d'un GET, et en notant A, B et C
les matrices décrivant la structure du systéme, on obtient les modéles suivants

Modéle (min,+) linéaire : u, z et y sont des vecteurs de fonctions compteurs de X,
I'opération min est notée @ et la somme usuelle + est l'opération produit. Le modéle d’état
s’écrit

{ z(t) = Aa(t—1)® Beu(t) 21)
y@t) = Cex(t)

Modéle (max,+) linéaire : u, = et y sont des vecteurs de fonctions dateurs de X4, opé-
ration max est notée @ et la somme usuelle 4+ est 'opération produit. Le modeéle d’état s’écrit

x(k) = Agz(k—1)® Bgu(k) (2.2)
y(k) = Cqx(k) '

Exemple 1 (Guichet) L’exemple du guichet traité en introduction peut étre décrit au moyen
du GET donné par la Figure 2.5. Les événements décrivant les arrivées, les débuts de services et
les départs sont notés respectivement a, s et d. Pour le fonctionnement au plus tét, on obtient

les modéles (min,+) et (maz,+) suivants

[Compteurs] s(t) = min(a(t),d(t)+2), d(t)=s(t—3)
[Dateurs| s(k) = max( (k),d(k—2)), d(k)=s(k)+3

Notons néanmoins que nous n'obtenons pas directement des modeéles sous la forme (2.1) ou (2.2).
1l faudrait pour cela étendre le nombre de variables d’état de sorte que les décalages événementiels
ou temporels sotent au plus de 1 unité.

4. les structures algébriques sous-jacentes sont définies plus précisément en annexe
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2.4 Représentations entrée-sortie

2.4.1 Représentation par convolution

De fagon générale, les équations récurrentes (2.1) et (2.2) peuvent étre développées de fagon
& exprimer les sorties y directement & partir des entrées u. Dans le cas d’un systéme & une entrée
et une sortie® modélisé sur le semi-anneau (min,+), la relation qui relie les fonctions compteurs

entrée/sortie est une opération d’inf-convolution définie comme suit : w,y, h € 3,

y(t) = (h@u)(t) 2 Ph(r) @ut—r). (2.3)
TEL

La fonction compteur h(t), qui s’exprime a partir des valeurs de CA!B évaluées dans 1’algébre
(min,+), permet de caractériser complétement le GET modélisé. En outre, h(t) est aussi 'ex-
pression de la fonction compteur associée & la sortie du systéme en réponse a une stimulation
particuliére définie par u(t) = Z(t) ou

0 sit<0

I(t) = { . ’ (2.4)
400  sinon.

Cette entrée particuliere Z est aux systémes (min,+) linéaires ce que l'impulsion de Dirac

est aux systémes linéaires conventionnels. La fonction h(t), qui caractérise le transfert entrée-

sortie d’'un systéme (min+) linéaire stationnaire, est donc également parfois appelée réponse

impulsionnelle.

Remarque 1 1l faut noter que l’ensemble des fonctions compteurs . muni des opérations min

et ® est également un dioide noté (L., min, ®).

2.4.2 Représentation par combinaison d’opérateurs

Les fonctions compteurs/dateurs pour les SED jouent un réle analogue aux signaux pour les
systémes linéaires continus. De fagon conventionnelle, un opérateur est une application définie
sur 'ensemble des signaux. Par analogie, les opérateurs sont ici définis comme des applications
définies sur ’ensemble des compteurs . ou sur ’ensemble des dateurs X4. Les opérateurs décrits
ci-dessous constituent un ensemble de systémes élémentaires sur la base desquels les GET et
GET-V pourront étre décrits.

Définition 3 (Opérateurs élémentaires) Soit x € X, une fonction compteur. Les opérateurs

0, v, et B sont définis sur . comme suit :

TELOT : YV, (07x)(t) =x(t—71), [décalage temporel]

veZlny oV, ('y”x)(t) z(t) +v, [décalage événementiell

beN* (B, : Va, (Bpx) |, [division événementielle]
(

méeN" u, : Ve, (t) = z(t) x m, [multiplication événementielle/

ot l'on note par |a] le plus grand entier inférieur a a € Q.

5. la généralisation au cas multivariable nécessite d’étendre la convolution au cas matriciel
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On peut définir un dioide pour les opérateurs dits additifs, c’est-a-dire les opérateurs w
vérifiant Va,y € 3. = w(min(z,y)) = min(w(z),w(y)). Notons que les opérateurs définis pré-
cédemment sont tous additifs. Pour obtenir un dioide d’opérateurs, il convient de considérer
I’ensemble noté O des opérateurs additifs muni des opérations définies par :v,w € O,

Vo € X, (v w)(r) = min(v(z), w(x)),
Vo € X, (v @ w)(x) = vow(x).

A
vhw =
Ay

VRY
Pour les opérateurs additifs, le produit (la composition) distribue sur la somme (le minimum),
mais il faut toutefois garder a l'esprit que ce produit n’est pas commutatif. Le semi-anneau
(O, ®,®) défini ainsi n’est pas un dioide commutatif.

Exemple 2 (Guichet) Sur la base de ces opérateurs, le GET de la figure 2.5 peut étre modélisé
par les relations suivantes
s=a®~%d, d=¥&s.

Lintérét de cette description est de pouvoir aboutir a une représentation entrée-sortie sous la

forme d’un opérateur rationnel (cf. section 2.5)
d=8(v*6%)*a.

Dans cette approche, les GET sont assimilés & des opérateurs obtenus par combinaisons (somme
et produit) d’opérateurs élémentaires. L’opérateur 53(7263)*, qui décrit la relation entrée-sortie

du GET, est une autre expression de la réponse impulsionnelle du systéme (min,+) linéaire.

Les opérateurs introduits dans la Définition 3 permettent de décrire également des phéno-

meénes de groupement/dégroupement modélisés par des GET valués.

Exemple 3 (Modéle de GET-V) Dans l'exemple de la figure 2.6, deuz arcs sont valués par
des poids non unitaires. 1l faut 3 événements u (et la disponibilité d’un jeton entre xo et x1) pour
qu’un événement x1 se produise. Chaque événement xo produit instantanément 2 événements y.

A Uaide des opérateurs définis précédemment, on obtient les relations suivantes
T1 = Bu®V2me, w2 =071, y=06"peas.
La relation entrée-sortie de ce systéme s’exprime par un opérateur rationnel (cf. Chap.4 Prop.9)
y = p20°(7°6°)* Bau.

Notons que le fait de considérer I'ensemble Y. comme ensemble de "signaux" est toutefois
arbitraire. Les opérateurs introduits dans la Définition 3 peuvent également étre exprimés sur
I’ensemble Y; des dateurs comme suit : x € Xy,

TELS : Vx, ( (

velZy Vo ( (

beN* By : Vi, (Box)(k) = x(k x b+ (b— 1)),
m e N* puy, : Ve, ( )

[décalage temporel]
[décalage événementiel|
[division événementielle]
[

multiplication événementielle]
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®
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u X1 3 X2

FIGURE 2.6 — Exemple de GET valué

Ce changement de point de vue a finalement peu d’incidence. En revanche, ce qui est intéressant
c’est de chercher a interpréter les phénoménes modélisés par des opérateurs de multiplication
ou de division entiére opérant sur un dateur plutot que sur un compteur. C’est I'objet de la

remarque suivante.

Remarque 2 (Multiplication/division temporelle) Considérons les opérateurs sur g sui-
vants : x € Yg,

pe N w, : VYV, (wpx)(k) = |z(k)/p], [division temporelle]
reN*p. : Vo, (prx)(k) = x(k) xr.  [multiplication temporelle]

La multiplication temporelle décrit un phénoméne de délai qui s’allonge au cours du temps. A
Uinverse, la division temporelle décrit un phénoméne non causal : si x(k) > 0 alors wox(k) =
|x(k)/2] < z(k), et donc (waz)(k) est une date antérieure 4 x(k).

Lintérét des opérateurs p, et wy, n’apparait pas immédiatement. Pourtant, en les compo-
sant, on peut décrire des phénoménes de décalages temporels variables. Par exemple, ['opérateur
§*p3wg conduit a (0*pswwsx)(k) = 4 + 3|x(k)/3]. Par conséquent, si x(k) vaut 0,1 ou 2, alors
(*pswosz) (k) = 4, si z(k) vaut 3,4 ou 5, alors (§*pswsx)(k) = T etc. Lopérateur §*p3wos décrit
donc un décalage temporel qui varie entre 2 et 4 unités de temps. Ce décalage étant dépendant

de la date x(k) et non du numéro d’événement k.

2.5 Séries ultimement périodiques de M¢ [v,d]

Comme rappelé précédemment, les GET peuvent étre décrits au moyen d’opérateurs de dé-
calage (cf 2.4.2). Les temps de séjour associés aux places temporisées conduisent a des décalages
temporels décrits par l'opérateur 8%, et les jetons initiaux induisent des décalages événemen-
tiels décrits par I'opérateur 7. On peut donc décrire la dynamique d'un GET au moyen d’une
représentation

o (2.5)

{ r = Ax® Bu,
ou A,B et C sont des matrices dont les éléments sont des opérateurs de O et u, z, y sont des
vecteurs de compteurs de Y.

Dans le cas des GET, seules interviennent des sommes et compositions d’opérateur 4" et &°.
Meéme si le dioide O n’est pas commutatif, en se limitant aux sommes et compositions d’opéra-

teurs 4" ou ¢¢, le produit devient commutatif : en effet, y263y164 = A2 H1§3+4 = §3+4,2+1
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La structure algébrique sous-jacente est un sous-dioide commutatif de O noté M%*[~,d]
[Cohen et al., 1989b]|, dont les éléments peuvent étre vus comme des séries formelles en deux
variables commutatives v et J, & exposants entiers et coefficients booléens, auxquelles on ajoute

les régles de simplification suivantes
,yn @ ,yn/ _ ,ymin(n,n’) 5t @ 51&’ _ 6max(t,t/)'

En utilisant le résultat sur la solution minimale d’une équation implicite (cf. Annexe B Th.9)
de la forme x = ax @ b, on obtient & partir de (2.5) tout d’abord® z = A*Bu = Bu ® ABu ®
A2Bu @ ... et enfin

y=CA*"Bu = Hu. (2.6)

La matrice H = CA*B décrit le transfert entrée-sortie du GET.

Théoréme 1 ([Cohen et al., 1989b|[Gaubert, 1992]) Soit H une matrice de taille n x m

a valeurs dans MY

[y, 0]. Sont équivalents

~ H est rationnelle (Vi,j, H;; s’écrit avec un nombre fini de compositions ®, ® et * d’opé-
rateurs v et §1).

— H est réalisable (il existe un GET avec m entrées et n sorties dont la matrice de transfert
est H)

- Vi,j, H;j est ultimement périodique et causale.

Ce théoreme souligne 'importance des phénomeénes périodiques dans le fonctionnement au
plus tot des GET. En outre, il montre que 'on peut ramener les calculs sur les GET & des
manipulations de séries ultimement périodiques de M$¥[v,0], c’est-a-dire des séries que l'on

peut écrire sous la forme
s=P7dt @ (@) =p@ e,
( J

ou p et ¢ sont deux polynémes de M%¥[~,d], et la périodicité ultime est traduite par le terme
(7v¥07)*. Ce théoréeme montre également qu’il est toujours possible d’exprimer les séries ration-
nelles de M%*[~, §] avec une écriture n’utilisant qu’'une seule étoile de Kleene (série de hauteur
d’étoile 1).

Dans cette représentation, le ratio o(s) = 7/v est un indicateur de performance qui traduit
le temps de cycle du GET, c’est-a-dire le temps moyen entre deux événements quand le systéme
est en régime asymptotique.

Exemple 4 Pour le GET décrit figure 2.5, on a s = a ® 7*d et d = 63s, soit s = a ® y>63s.
La résolution de cette équation implicite conduit tout d’abord a s = (v263)*a puis finalement a
d = 83(v253)*a. Cette série ultimement périodique décrit le comportement dynamique du guichet
entre larrivée des usagers et leur départ. Ce systéme traite au mieux 1 usager tous les 1.5 UT,
ce qui est exprimé par le temps de cycle o(53(v26%)*) = 3/2.

6. ot " =P, 5, a" est I'étoile de Kleene (cf. Annexe B)
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L’étude des opérations rationnelles sur les séries ultimement périodiques de M%*[v, 0] a été
menée tout d’abord dans la thése de S. Gaubert [Gaubert, 1992| [Gaubert and Klimann, 1991|
qui a fourni les principaux algorithmes. Cette étude a ensuite été complétée par L. Hardouin
pour les calculs de résiduation du produit, tout ceci étant désormais disponible sous la forme
d’une librairie de classes C++ appelée MinMaxGD développée et maintenue par L. Hardouin

[Cottenceau et al., 2000] [Hardouin et al., 2009b].

2.6 Calcul réseau

Pour conclure ce survol des modéles de systémes (max,+), il est important de rappeler que
les outils algébriques décrits précédemment peuvent également s’appliquer a I’étude des réseaux
informatiques. En effet, on peut décrire certains phénomeénes de transfert de données & 'aide
de calculs sur le dioide (X, min, ®). Ce domaine d’étude est connu sous le nom de Network
Calculus [Chang, 2000] [Le Boudec and Thiran, 2001]. Dans cette approche, les flux de données

flux en entrée
flux en sortie

u(l f) v( 1)
Equipement 1 Equipement 2
f(®)
u
Y
t

FIGURE 2.7 — Calcul réseau (Network Calculus)

parcourant le réseau sont décrits au moyen de fonctions compteurs : le compteur associé & un flux
décrit la quantité cumulée de données ayant transité en un point du réseau & un instant ¢. Les
équipements du réseau (serveurs, routeurs, commutateurs etc.) sont ensuite décrits au moyen de
courbes caractérisant leur capacité a traiter et & transférer les données qui leur parviennent. Ces
courbes, appelées courbe de service, correspondent au transfert entrée-sortie des équipements. La
dynamique des équipements est modélisée de la méme maniére que pour les systémes (min,+)
linéaires, c’est-a-dire par un produit d’inf-convolution (cf. (2.3)). Les courbes de services S sont
des fonctions, généralement affines par morceaux, qui décrivent un comportement minimal pour

un équipement : les flux entrée (u) et sortie (y) sont reliés par la contrainte : u,y,S € X,
y=S@u,

ou ® est le produit d’inf-convolution.
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Le Network Calculus a pour objectif de fournir des moyens d’évaluation de performance d’un
réseau. Par exemple, la mise en série de deux équipements (voir figure 2.7) dont les courbes de
service sont notées respectivement S et Sy peut s’apparenter & un équipement dont la courbe
de service est S = Sy ® S7. Les critéres de performance visés par cette approche sont notamment

— le temps d’acheminement des données de bout en bout dans le pire cas,

— la quantité maximale de données stockées dans les buffers du réseau.

L’étude des réseaux repose donc, d’une part, sur la modélisation des équipements au moyen
de courbes de service adaptées, et d’autre part, sur I’hypothése que les arrivées des données en
entrée du réseau sont également contraintes par des courbes d’arrivée. Pour un flux d’entrée du

réseau noté u, on dit que u satisfait la courbe d’arrivée « si 'égalité suivante est vérifiée
u=a"® u.

Par conséquent, une courbe d’arrivée exprime 'impossibilité, pour les données d’entrée, d’arriver
par rafales de tailles trop importantes. En considérant uniquement des flux d’arrivées qui ne soient
pas trop contraignants’, on s’assure que les effets de saturation restent limités. Autrement dit,
les temps d’acheminement des données restent bornés.

Sous ces hypotheéses, le Network Calculus exploite les outils de la théorie des systémes (min,+)
linéaires (convolution, déconvolution) de fagon a évaluer les performances. En particulier, étant
connues S (la courbe de service) et « (la courbe d’arrivée), les temps de parcours (entrée-sortie)
d’un équipement et le nombre maximum de paquets dans le buffer d’entrée se déduisent du
calcul a*¢S, ou l'opérateur ¢ représente la déconvolution, c’est-a-dire I’application résiduée de
Iinf-convolution (cf. Annexe B). Le Network Calculus utilise en quelque sorte la théorie du
second ordre présentée dans [Cohen et al., 1993] au contexte de 1’étude des réseaux. L’opéra-
tion de déconvolution ¢ permet d’évaluer des temps de parcours ou des niveaux de remplissage
des buffers. Les outils de calcul sur les séries ultimement périodiques de M$¥[v,d], ou méme
sur des fonctions ultimement affines, présentent donc un intérét pratique pour cette approche
[Bouillard and Thierry, 2008| [Bouillard et al., 2009].

7. relativement & la dynamique des équipements du réseau



Chapitre 3

Modéles intervalles

Dans ce chapitre sont regroupés différents travaux menés par O. Boutin et E. Le Corronc
durant leurs théses et ayant pour point commun de s’appuyer sur une approche ensembliste
(intervalles) plutot que sur une description exacte de la dynamique d’un systéme. Tous ces travaux
prennent comme point de départ les résultats obtenus par M. Lhommeau sur la modélisation de
systémes sur un dioide d’intervalles [Lhommeau, 2003] [Lhommeau et al., 2004].

3.1 Modélisation de 'incertitude ou de la variation

Dans un premier temps, les travaux initiés dans les années 80 sur l’étude de systémes &
événements discrets a travers des modeles (max,+) a concerné les systémes linéaires stationnaires.
Un systéme d’entrée u et de sortie y est décrit par la relation y = Hu. La linéarité et la stationarité
conduisent au fait que si ’on retarde I'entrée de 7 unités de temps, la sortie est également retardée
de 7 unités de temps, soit Hd"u = 6" Hu. L’opérateur 6' commute avec le systéme H. Il en va
de méme pour les décalages événementiels : HyYu = ~”Hu, opérateur ' commute avec le
systéme.

La situation est trés différente dés lors, par exemple, que certaines temporisations subissent
des variations. Le comportement entrée-sortie n’est alors plus linéaire, méme dans (max,+)
puisque les retards temporels ne commutent plus avec le systéme. C’est le cas des GET dont
certains temps de séjours sont sujets & des variations.

Néanmoins, si les variations de temporisations restent bornées, on peut continuer de décrire
non pas le comportement exact du systéme, mais un encadrement garanti de sa dynamique.
Par exemple, pour deux fonctions compteur x1,z9 € Y. données, s’il est possible de relier ces
fonctions par la relation

Vt, xo(t) € [z1(t — 3), 21 (t — 2)],

alors on peut en déduire également, Va;, € X,
2 3
T9 = 0°x1 et xo < 6°x1.

Pour n’importe quel z; € X, 22 est contenu dans Uintervalle [62x1,6321]. Le décalage tempo-

rel variable qui relie 1 & z9 est vu comme un intervalle de comportements possibles. Plutot

41
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que de manipuler des opérateurs, comme dans M%7 [~, 4], on manipule cette fois-ci des inter-
valles d’opérateurs au sens ot ces intervalles décrivent des ensembles bornés de comportements

possibles.

En généralisant a ’ensemble des places d'un GET, et en produisant les calculs sur un dioide
d’intervalles I(M$[v,d]) ou les opérations de M{7[y, ] s’étendent aux intervalles fermés (cf.
Annexe B), on obtient un intervalle de comportement pour tout GET. Pour tout GET ou chaque

place peut étre décrite par un intervalle, la dynamique générale du systéme s’écrit : u,z,y € X,
A =[AA],B=[B,B],C=[C,C| € I(Mi]y,d])

x € Az Bu,

y € Cux,
et donc y € CA*Bu. L'intervalle H = [H,H| = [CA*B,CA B] encadre la dynamique du
systéme. Tous ces résultats sont détaillés dans [Lhommeau, 2003] et [Lhommeau et al., 2004].

Cette approche a été le point de départ d’études menées par O. Boutin et E. Le Corronc pour
lesquelles une représentation intervalle a été utilisée. Il convient néanmoins de distinguer deux

situations différentes dans ce qui suit.

Tout d’abord, dans les travaux d’Olivier Boutin, I’encadrement intervalle a été utilisé pour
deux phénomeénes dynamiques qu'’il ne semblait pas possible de décrire par des systémes (max,+)
linéaires. Le premier phénomeéne étudié est le partage de ressources entre deux consommateurs.
Le modéle RAP associé présente un conflit qui exclut d’emblée ce systéme de la classe des sys-
témes (max,+) linéaires. Mais pour une politique d’affectation particuliére de la ressource, qui
attribue celle-ci de facon équitable entre les utilisateurs, 'attente de la ressource peut étre vue
comme un phénoméne de délai variable. Le second phénoméne étudié par Olivier Boutin est
le routage dans des systémes (max,+) fonctionnant en paralléle. La encore, un choix apparait
dans le modéle RAP associé. Le comportement entrée-sortie n’est alors pas linéaire. Encore une
fois, moyennant une politique de routage adaptée, le comportement global peut étre encadré de
maniére garantie par deux systémes (max,+) linéaires. In fine, le comportement du systéme peut
étre vu comme évoluant dans un intervalle dont les bornes représentent les dynamiques de deux
systémes (max,+) linéaires.

Dans les travaux d’Olivier Boutin, ’approche intervalle permet de s’affranchir du caractére
non linéaire des phénomeénes étudiés pour les traiter par des approximations. Au cours de la thése
d’Euriell Le Corronc, la modélisation par intervalles a été utilisée & d’autres fins. L’objectif a été
d’exploiter ’avantage algorithmique provenant d’une représentation approchée plutét que d’une
représentation exacte lorsque 'on calcule la fonction de transfert (2.6) & partir de la représentation
d’état (2.5). Le probléme a consisté a trouver une fagon d’arrondir les résultats des calculs (par
valeur supérieure et inférieure) de sorte que le temps de calcul soit inférieur a celui du calcul
exact. L’intervalle obtenu dans ce cas doit donc étre vu comme 'approximation d’un systéme
(max,+) linéaire dont le comportement exact n’est pas connu. Les intervalles obtenus décrivent
alors une connaissance incertaine de la dynamique du systéme, alors que le systéme est pourtant

bel et bien (max,+) linéaire.
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3.2 Ressource partagée

Dans [Boutin et al., 2008b| et [Boutin et al., 2008a], le probléme suivant a été considéré. Une
ressource 1 est partagée par deux types d’utilisateurs 1 et 2. Un utilisateur 1 conserve la ressource
T1 unités de temps & chaque utilisation, un utilisateur 2 la conserve T5 unités de temps. Sans
politique permettant de lever les conflits d’accés & la ressource, le comportement du systéme
n’est pas déterministe. Ce systéme est décrit dans le la Figure 3.1 (RAP de gauche). La place
avec un jeton décrit la disponibilité initiale de la ressource r.

file d'attente file d'attente
utilisateurs 1 utilisateurs 1 T

arrivéeslﬂ O— H_. H
+

arrivées 2 H_' Q :'P

' T2
ﬁl?_d attente file d'attente
utilisateurs 2

utilisateurs 2

@O@nO

FIGURE 3.1 — Ressource partagée, politique d’affectation

Pour rendre le systéme déterministe, on arbitre les conflits par la politique d’affectation sui-
vante : & la libération de la ressource, un utilisateur (1 ou 2) obtient la ressource immédiatement
soit parce qu’il est le seul demandeur, soit parce que la ressource est relachée par autre utili-
sateur. Dans la Figure 3.1 (RdP de droite), la politique est représentée par un modéle RAP tel
que la place p; (resp. p2) a une marque si le dernier utilisateur est l'utilisateur 1 (resp. utilisa-
teur 2). La politique de partage de ressource considérée s’exprime comme suit : si p; (resp. p2)
est marquée, la transition ug (resp. up) est prioritaire dans la consommation de cette ressource.
Graphiquement, en cas de conflit, c’est ’arc en trait épais qui "consomme" le jeton. Rappelons
que ceci sert uniquement & arbitrer les conflits, c’est-a-dire quand les places correspondant aux
files d’attente en amont de u; et de uy ont toutes deux un marquage non nul au moment ou la
ressource est relachée. Dans les autres cas, n’importe lequel des utilisateurs obtient immeédiate-
ment la ressource libérée (les arcs en pointillés peuvent également consommer la ressource). Cette
politique d’affectation assure une forme d’alternance et d’équité quand plusieurs consommateurs
sont en attente de la ressource, puisque dans ce cas les utilisateurs obtiennent celle-ci un coup
sur deux.

Pour cette politique d’affectation de la ressource, il est alors simple d’évaluer les compor-
tements extrémes, c’est-a-dire d’'une part quand il n’y a aucun conflit et d’autre part quand il
n’y a que des conflits. Dans le cas le plus favorable pour 'utilisateur, il n’y a pas de demande
concurrente. La situation se raméne & un GET ordinaire. Le cas le plus défavorable (le cas on

un utilisateur attend le plus la ressource) correspond a la situation ou des utilisateurs sont en
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compétition permanente pour l’accés & la ressource. Dans ce cas, la politique conduit & une
affectation alternative de la ressource. Vu par un utilisateur, cela correspond au fait qu’aprés
une utilisation, la ressource est indisponible, dans le pire des cas, le temps ot 'autre utilisateur
monopolise cette ressource.

La Figure 3.2 illustre ce découplage au moyen de I’ajout de temporisations variables et bor-
nées. Cette politique de partage de ressource peut étre approchée par un comportement sans
couplage mais dont certaines durées sont incertaines ou variables. Pour un utilisateur en at-
tente de la ressource, le temps d’indisponibilité de la ressource est une durée variable. De méme
qu’aprés une utilisation, la ressource est soit immédiatement disponible soit disponible aprés au
plus une utilisation du consommateur concurrent. Ceci est représenté par un intervalle de temps

entre deux utilisations de la ressource.

FIGURE 3.2 — Transformation en GET & temporisations bornées

H~O~&8~H;O~&
utilisateurs 2 (
|~O~~O-1-O-I-

FIGURE 3.3 — Exemple avec deux ressources partagées
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Exemple 5 La Figure 3.3 décrit un exemple de partage de ressources. Deux ressources notées
r1 et ro sont partagées entre deux types d’utilisateurs. Pour la politique d’affectation décrite
précédemment, le RAP peul étre converti en GET avec des temporisalions bornées.

On peut calculer, dans le dioide d’intervalles de M3*[~, 0], lintervalle de comportement de
ce GET. Le comportement global est décrit par la relation entrée-sortie

(o) = (2

ot la matrice de transfert est diagonale

e Hy

Les éléments Hiy et Hoo décrivent l'intervalle des comportements entrée-sortie des utilisa-

teurs, soit y1 = Hyjuy et yo = Hoous. L’expression de ces intervalles est donnée ci-dessous

Hy, [ )
- [ (7 ) ’
H22 — [53(7153)*54(7154)*’58(7158)*57(7157)*]
[67(v"6%)

En labsence de conflit, les utilisateurs 1 peuvent traverser le systéme avec un débit de 1 utilisateur
tous les b unités de temps, pour les utilisateurs 2 c’est 1 tous les 4 unités de temps. En cas de
conflits permanents, les utilisateurs 1 et 2 ont le méme débit de 1 utilisateur tous les 8 unités de

temps.

3.3 Routages périodiques dans des systémes (max,+) linéaires

fonctionnant en paralléle

Les systémes considérés dans [Boutin et al., 2009b| [Boutin and L’Anton, 2011] sont consti-
tués de sous-systémes (max,+)-linéaires (voir Figure 3.4). Les systémes H; et Hy peuvent étre
décrits de facon exacte par leur série de transfert dans M%7 [v, §]. On peut imaginer par exemple
qu’il s’agit de deux GET. Les événements d’entrée u; et ug de ces deux sous-systémes sont dé-
clenchés & partir d’une sélection des événements u. Les événements u sont routés soit dans H;
soit dans Hsy. En terme de fonction compteur, on a simplement

Vt, u(t) = ul(t) + Uz(t),

c’est-a-dire que tout événement u conduit instantanément & un événement u; ou & un événement
ug. On se place encore une fois dans le contexte d’un fonctionnement au plus tot.

Pour fixer les idées on peut imaginer un atelier de production ou les piéces arrivant en u
peuvent étre indifféremment produites dans deux ilots différents qui n’ont pas le méme compor-
tement dynamique. Ensuite les flux de sortis issus des deux sous-systémes sont additionnés (au

sens compteur),
v, y(t) = y1(t) + y2(b).
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u; V1
= ™
|- routage O-1
Sl H |1

U V2

FIGURE 3.4 — Routage dans deux systémes (max,+)-linéaires (GET).

Meéme si Hy et Hy peuvent étre décrits par des GET, le systéme global n’est plus un GET (du
fait de la place de routage) et n’est donc pas en général un systéme (max,+) linéaire. I’approche
retenue pour analyser ce systéme est de définir un encadrement tel que la dynamique du systéme
avec routage soit encadrée par la dynamique de deux systémes, I'un plus rapide, 'autre plus
lent. Bien que ce systéme ne soit pas (max,+) linéaire, il pourra étre décrit par un intervalle de
comportements dont les bornes correspondent a des systémes (max,+) linéaires.

Pour que le fonctionnement au plus tot du systéme de la Figure 3.4 soit bien défini, il convient
d’établir une politique de routage. Par la suite, pour un routage donné, nous noterons par

y = H(u),

le comportement entrée-sortie du systéme (non linéaire) de la Figure 3.4.

Comme décrit précédemment, les phénoménes de routage étudiés impliquent des opérations
de somme usuelle sur des fonctions compteurs. On introduit ci-dessous une nouvelle opération
sur des séries de M@ [, d].

in

Définition 4 (Produit ©) Soient h = @,; vNid" et h' = @, YVi6" deuz séries de ME[y, d].

n
L’opération © est définie comme suit

hoh =@ yNtNg.

Remarque 3 (Compteurs représentés par des séries) Jusqu’a présent, on a distingué d’une
part les opérateurs obtenus par compositions rationnelles des opérateurs élémentaires v' et &',
d’autre part les variables et valeurs de ces opérateurs qui sont des fonctions compteurs de Y.
Notons qu’il est possible de représenter les fonctions compteurs (les trajectoires) par des séries
de M%*[~,0]. De cette fagon, tous les objets manipulés restent dans le méme dioide M&T[, d].
Il suffit ensuite, selon le contexte, d’interpréter une série soit comme la description de la dyna-
mique d’un systéme (un opérateur), soit comme la représentation d’une trajectoire (une fonction

compteur). C’est sous cet angle que les prochains développements sont abordés.
Pour le systéme décrit Figure 3.4, et pour un routage donné, on a d’une part

U =u; ® u,
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FIGURE 3.5 — Routage périodique 2|3

et, d’autre part,
y=11 0y =(H @u)o (H ®ug),

puisque Hj et Hy sont des systémes (max,+) linéaires.

Proposition 1 ([Boutin et al., 2009b]) Quelle que soit la politique de routage appliquée au
systéme de la Figure 3.4, on a

y=H(u) > (H © Hs) ®u,

avec Hy, Hy € M{X[~,0] les séries de transfert des sous-systémes et u,y € M3y, d] les séries
décrivant les entrées et sorties.

La série Hy ® Hy € M%*[v,d] décrit donc le transfert d'un systéme (max,+) qui est plus
rapide que le systéme de la Figure 3.4, et ce pour n’importe quel routage u = u; ®uy. On obtient
ainsi une premiére borne de 'intervalle recherché.

Pour obtenir 'autre borne, on s’intéresse tout d’abord au fonctionnement en paralléle de
plusieurs systémes (max,+) linéaires de méme transfert. En outre, on se restreint a des politiques
de routage périodiques définies ci-dessous.

Notation 1 (Routage Périodique) On notera (H1|Hz),,, le comportement du systéme décrit
par la Figure 3.4 soumis & un routage (m + n)-périodique noté m|n et défini comme suit

ui(k) = wu(lk/m] x (m+n)+k modm)
ug(k) = wu(|lk/n] x (m+n)+(k modn)+m)

les m premiers événements u sont affectés au systéme 1, les n suivants au systéme 2, puis on

recommence pour les (m 4 n) prochains événements.

Exemple 6 Le routage 2|3 est illustré par le RAP de la Figure 3.5. Les deux premiers tirs de u
produisent chacun un tir de uy, les trois tirs suivants produisent chacun un tir de ug et ainsi de

suite avec une périodicité de 5.
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Définition 5 (Ech,,) On définit Uapplication Echy, 9T~ § ,0],h = h®h...®h.
éfinition 5 (Ech,,) On définit lapplication Echy, : M [, 0] — M[vy,0],h— h©®h...®

n fois

Par conséquent, Ech, (@D, yVi6%) = @, y»*Nist.

Proposition 2 (|[Boutin et al., 2009b]) L’application Ech,, est dualement résiduable, c’est-a-
dire Vb € M [y, 8], Echy(x) = b =@, yNid = x = @,yNi/75t = Ech),(b).

Proposition 3 ([Boutin et al., 2009b]) Il y a équivalence de comportement entre (H|H ),
et Echo(H), c-a-d
Vu, (H|H) 1 (u) = Echy(H) ® u.

Dans le cas particulier ou les deux sous-systémes sont identiques et décrits par la série de transfert
H € M$[v,d], le routage alternatif 1|1 conduit a un systéme global qui est encore (max,+)
linéaire et dont la série de transfert est H ©® H.

Proposition 4 ([Boutin et al., 2009b]) Le systeme H = (Hi|H2)y,, est tel que Yu,
(H, ® Hy) @ u = H(u) = Echy iy (Ech, (Hy) ® Ech’ (Hs)) ® u

Pour le systéme décrit Figure 3.4, la proposition précédente fournit un intervalle de compor-
tements pour un routage périodique m|n quelconque. Le comportement entrée-sortie du systéme
H = (Hi|Hz)p, est toujours encadré par la dynamique de deux systémes (max,+) linéaires,
I'un Hy ® Hy plus rapide, Pautre Echp,n(Ech’, (Hy) @ Ech’,(Hy)) plus lent.

On peut donc considérer que Iintervalle [Hy © Hy, Echy,n(Ech’, (Hy) & Ech’,(Hs))] englobe
de fagon garantie le comportement du systéme non linéaire décrit Figure 3.4.

oA
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FIGURE 3.6 — Systéme avec routage 2|3 et son encadrement

Exemple 7 La Figure 3.6 décrit un systéme avec deux sous-systémes décrits par leurs GET

respectifs. Les séries de transfert des deux GET sont respectivement
Hl — (54(’}/253)* et H2 — (55 D ’}/2(56)(7454)*.

Les temps de cycle de ces deux systémes sont o(H1) = 3/2 et o(Hz) = 4/4. On choisit le routage

r = 2|3 de facon a équilibrer les charges dans les deuz sous-systémes.
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Pour ce routage, le comportement du systéeme global est encadré par lintervalle
H=[H,H] = [H, ® Hy, Echs(Echy(H,) ® Ech}(H>))],

avec

H = H 60 Hy= (54 e 7255 e 7456 e 7657 e ,.Y859 o 710510 ey 714513 @ 718514)(,},20512)*’
H = (56 D 7559 @ 710(513 D ’715514)(720512)*-

Les bornes de l’encadrement sont décrites sur la partie droite de la Figure 3.6.

Remarque 4 (Systéme de convoyage) Les deuz phénoménes de partage de ressource et de
routage étudiés dans [Boutin et al., 2009b] [Boutin et al., 2011] se produisent sur un systéme
de convoyage automatisé présent & I'ISTIA. Toute l'étude sur la modélisation intervalle a donc
permis d’obtenir un modéle intervalle du comportement entrée-sortie de ce systéme de convoyage
qui présente des phénomeénes de conflits (trongons en exclusion mutuelle et routage). Cette étude

a été mise en Anneze A.

3.4 Conteneurs pour les systémes (min,+) linéaires

Dans ’étude des systémes (max,+) ou (min,+) linéaires, le calcul du transfert (approche
entrée-sortie) se rameéne principalement au calcul de la somme, de la convolution et de I’étoile de
Kleene de fonctions constantes par morceaux et ultimement périodiques. Notons que les mémes
opérations sont nécessaires dans le contexte du Network Calculus, exception faite que les fonctions
manipulées sont dans ce cas plutét dans la classe des fonctions non-décroissantes et affines par
morceaux .

Les travaux menés sur les séries formelles rationnelles [Gaubert, 1992] montrent que la com-
plexité algorithmique des opérations sur des fonctions ultimement périodiques ne dépend pas
uniquement de la taille des fonctions, mais également de la valeur de la pente? asymptotique
de ces fonctions. La somme de deux fonctions de pentes asymptotiques trés proches peut créer
un résultat dont la taille du transitoire peut étre arbitrairement trés grand. C’est 14 un des
inconvénients majeurs de cette représentation.

L’objectif du travail d’Euriell Le Corronc a consisté & étudier des méthodes de calcul ap-
proché fournissant de meilleures complexités. En outre, les méthodes proposées fournissent un
encadrement garanti du résultat. Les algorithmes proposés manipulent des encadrements appelés
conteneurs qui contiennent de facon certaine ce que le calcul exact aurait fourni.

Dans le cadre des travaux d’Euriell Le Corronc, les systémes considérés sont des systémes
(min,+) linéaires décrits par leur réponse impulsionnelle, c¢’est-a-dire une fonction de R dans
Rumin non décroissante. Le calcul du comportement entrée-sortie s’appuie sur les opérations min
(noté @), inf-convolution (noté ®) et étoile de Kleene sur de telles fonctions.

Les classes de fonctions considérées sont définies ci-dessous.

8. Dans le Network Calculus, les parties affines des courbes utilisées proviennent d’une forme de fluidification
des flux de données. Il est plus pertinent d’approcher des fonctions escaliers par des segments de droite.
9. ou de facon équivalente, du temps de cycle
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Définition 6 (Fonctions non décroissantes et constantes par morceaux F.) Une fonc-
tion f : R — Rumin appartient & Uensemble noté F. si elle est non décroissante (t1 > to =
f(t1) > f(t2)), et constante par morceaus.

La réponse impulsionnelle d'un GET exprimée sous forme de fonction compteur h : R —

Rpin, t — h(t) est donc une fonction de F., qui en outre est ultimement périodique :
ATVt >T = h(t+7) = v+ h(t).

Les fonctions ultimement périodiques de F,. constituent 'ensemble noté F,. Le dioide adapté a
I'étude des systémes (min,+) linéaires est donc I’ensemble F,, muni de I'opération min comme
@ et de 'inf-convolution ® comme produit. Il est important de garder a I’esprit pour tout ce qui
suit que l'ordre canonique du dioide (Fep, @, ®) est 'inverse de 'ordre naturel, c’est-a-dire

f =g = Vt f(t) > g(t).

Définition 7 (Fonctions convexes) Une fonction f : R — Rumin est dite conveze si son épi-

graphe noté epi(f) est un ensemble convexe

epi(f) = {(z,y) |z €R,y € Rupin, y > f()}
L’ensemble des fonctions convezes est noté Feonves.

Notons que graphiquement les fonctions de Foonver Ont une représentation graphique avec une

concavité tournée vers le haut.

Définition 8 (Dioide des fonctions convexes) L’ensemble Feopyer, muni du mazimum comme

opération somme et de la somme + comme operation produit, est un dioide noté (Feonves, max, +).

Définition 9 (Transformée de Legendre-Fenchel £) La transformée de Legendre-Fenchel
appliquée a une fonction f € F. est Uapplication L définie de F. dans (Feonver, Max, +) par :

L(f)(s) = sgp{é’-t — f(t)}.

Cette transformée étudiée dans [Cohen et al., 1989a] et [Fidler and Recker, 2006] est illustrée
Figure 3.7.

L’application £ est un homomorphisme non injectif du dioide (F., min,®) dans le dioide
(Feonver, max, +), c’est-a-dire : Vf, g € F,

L(fog) = L(f)eLlg) = max(L(f),L(g)),
L(f®g) = LIH®L(g) = L(f)+L(g)

En outre, il existe une caractérisation plus géométrique de 1’équivalence modulo £. Deux

fonctions sont équivalentes modulo L si elles ont méme enveloppe convexe

[’(f) :‘C(g) g Cvaz(f) :Cva:(.g)v
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FIGURE 3.7 — Transformée de Legendre-Fenchel d’une fonction.

ot 'enveloppe convexe notée Cy.(f) est la plus petite !9 fonction convexe plus grande que f.
Notons que pour f € Fp, alors Cyy(f) est affine par morceaux et ultimement affines. C’est-a-dire
que Cyz(f) est décrit par un ensemble fini de segments et par une demi-droite.

i

I~

/A Cur(f)

FIGURE 3.8 — Enveloppe convexe.

Définition 10 (Dioide F/z). Soit la relation d’équivalence suivante

Lf)=Lg < fZg

L L
La relation = est une congruence. Ainsi, le quotient de F. par = forme le dioide noté F.;p. Un
élément de F. . est une classe d’équivalence modulo L notée [f]c qui contient toutes les fonctions

de F. ayant la méme transformée de Legendre-Fenchel. Les opérations ® et ® du dioide quotient
sont alors définies comme suit :

fleelgle = [f@dle

fle®lge = [f®gle

10. au sens de lordre du dioide (F., min, ®), et donc la plus grande selon ’ordre naturel
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Les calculs réalisés sur le dioide quotient JF¢, correspondent a une classification des fonctions
de F. modulo la transformée de Legendre-Fenchel. Dun point de vue géométrique, une classe de
Fe/c regroupe toutes les fonctions ayant la méme enveloppe convexe.

La classification des fonctions ultimement périodiques de F,, modulo £ revient & ne manipuler
que des fonctions convexes ultimement affines. Fn d’autres termes, on peut décrire complétement
une classe du quotient F, /¢ bar I’ensemble des points d’inflexion de 'enveloppe convexe et par
sa pente ultime. D’un point de vue informatique, remplacer une fonction ultimement-périodique,
qui potentiellement nécessite beaucoup de données, par son enveloppe convexe conduit & réduire
significativement les données manipulées. En outre, l'inf-convolution de fonctions convexes est
décrite par un algorithme de complexité intéressante. Toutes ces considérations nous ont conduits
A utiliser I’enveloppe convexe comme outil d’approximation des fonctions ultimement périodiques.
Rappelons que, au sens de 'ordre du dioide, 'enveloppe convexe est une sur-approximation d’une
fonction puisque Cyy(f) = f.

Les complexités algorithmiques des calculs sur F, /¢ sont rappelées ci-dessous. Notons que
pour toute classe du quotient, I’enveloppe convexe des éléments de la classe est un représentant
canonique de la classe.

Proposition 5 ([Le Corronc et al., 2014]) Soient f, g deuz fonctions convexes représentant
les classes [f]r et [g]c. Notons Ny (resp. Ng) le nombre de points extrémaux de f (resp. g). Les
complezités algorithmiques des opérations sur Fe o sont rappelées ci-dessous :

[flz ® [9]c est en complexité O(Ny + Ny)

[flz ® [g]c est en complexité O(Ny + Ny)

[f]; est en complexité O(Ny)

Au vu de cette proposition, réaliser les calculs sur F, /e plutot que sur Fep, fournit une
complexité trés intéressante. En outre, les calculs nous donnent & la fois un majorant du calcul
exact mais également l'enveloppe convexe du résultat. Autrement dit, cette méthode de calcul
conserve tout de méme la pente ultime du calcul exact, ce qui est un indicateur de performance

important du systéme étudié.

Conteneurs et fonctions d’inclusion

Le dioide quotient F. /. et les opérations associées conduisent a une sur-approximation in-
téressante des calculs exacts. Par symétrie, Euriell Le Corronc a proposé une méthode de sous-
approximation par des fonctions pseudo-concaves. Il s’agit de fonctions qui sont ultimement
concaves, c’est-a-dire seulement pour ¢ assez grand.

Calculer ’enveloppe concave, a bien évidemment, le méme colt algorithmique que le calcul
de 'enveloppe convexe (linéaire par rapport au nombre de points extrémaux). En outre, la convo-
lution de fonctions pseudo-concaves a également une complexité linéaire. La sous-approximation
d’une fonction de F., par une fonction pseudo-concave a par conséquent été la piste explorée
pour produire un encadrement de complexité intéressante. En combinant le quotient F. /. avec
la gestion de sous-approximations pseudo-concaves, on aboutit & la définition d’encadrements
spécifiques définis ci-dessous.
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Définition 11 (Ensemble de conteneurs) On appelle conteneur un ensemble défini par

F £ {[f, flclo(f) = o(f), f est pseudo-concave, f est conveze},

ot la notation [f, flz décrit un ensemble défini par

[faf]ﬁz[fa.ﬂm[f]ﬁ

En résumé, un conteneur est un sous-ensemble d’un intervalle dont les bornes sont respecti-
vement pseudo-concave (borne inf) et convexe (borne sup), et dont les éléments sont équivalents
modulo £. Dans la Figure 3.9, le conteneur [f, flc correspond 4 la partie grisée.

Les calculs exacts sont remplacés par des opérations sur des conteneurs. En s’inspirant de la
terminologie du calcul par intervalles [Jaulin et al., 2001], les opérations étendues aux conteneurs
sont appelées fonctions d’inclusion. Ce sont des opérations qui incluent de fagon garantie le

résultat du calcul exact.

f

F1GURE 3.9 — Conteneur.

Définition 12 (Fonctions d’inclusion) On appelle fonctions d’inclusion, notées D), [®)] et [*

(pour U’étoile de Kleene), des opérations définies sur l'ensemble des conteneurs F telles que :
f= [iaf]£7 g= [gvg]ﬁ € F}

ViefVgeg = [fdgcCfdg,
ViefVgeg = [f®gcCf®g,
Vief = f*cfl.

FEn s’appuyant sur des conteneurs dont les bornes ont des propriétés de convexité, il est
possible de proposer des fonctions d’inclusion qui soient avec des complexités algorithmiques
intéressantes.

Proposition 6 ([Le Corronc et al., 2014]) Soient £ = [f, flz, 8 = [9.9)c € F deuz conte-
neurs. Les opérations définies ci-dessous sont des fonctions d’inclusion pour la somme et le

produit

—

1> >

Cev (i ng), Cm:(? S g)}ﬁ
f®g, f®7lc

—
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Ces opérations ont une complexité O(n) o n est le nombre total de points extrémauz des conte-

neurs.

Il faut remarquer que la convolution de fonctions convexes reste convexe, de méme que la
convolution de fonctions pseudo-concaves reste pseudo-concave. L’opération de convolution reste

interne & ’ensemble des conteneurs.

Remarque 5 Dans la thése d’Euriell Le Corronc, une fonction d’inclusion est également pro-
posée pour l’étoile de Kleene (cf. [Le Corronc et al., 2014]), mais cette fonction d’inclusion n’a

pas d’expression simple. Une formulation partielle (seule la borne sup est fournie) est la suivante
£ 2 £ e (F)e

La borne supérieure de l'intervalle est une fonction affine que l'on peut calculer en temps linéaire
(cf. Prop. 5). En revanche, il est plus difficile d’obtenir un minorant de £* qui ait la méme
pente asymptotique que celle du résultat exact. La complexité de la fonction d’inclusion proposée
par Buriell Le Corronc est O(nlog(n)), o n est le nombre total de points extrémaux des deuz
enveloppes du conteneur.



Chapitre 4

Graphes d’Evénements Temporisés
Valués

Dans ce chapitre, sont regroupés les travaux que nous avons menés sur la modélisation des
GET Valués a l'aide d’opérateurs additifs. Les communications relatives & ces travaux sont
[Cottenceau et al., 2009],[Cottenceau et al., 2014a] et [Cottenceau et al., 2014b].

4.1 Introduction

Les GET valués permettent de décrire des phénoménes de synchronisation, de délai, mais
aussi des phénoménes de groupement ou de dégroupement. Ces éléments de modélisation sont
utiles a la description des systémes manufacturiers (assemblage, constitution de lots, découpage)
mais aussi & celle des systémes informatiques (consommation et production de données par des
processus de calcul parallele).

La classe des GET valués a fait I'objet de nombreux travaux dans la littérature, par exemple
[Munier, 1993] [Teruel et al., 1992] [Marchetti and Munier-Kordon, 2010]. Leur étude via la théo-
rie des systémes (max,+) linéaires a également fait 'objet de différentes publications. On peut ci-
ter notamment [Cohen et al., 1998b] ot les GET-V continus sont décrits par des séries formelles.
Cette approche a été reprise dans [Hamaci et al., 2006] [Hamaci et al., 2007] pour aborder la
modélisation des GET Valués hybrides (composantes continues et discrétes).

La littérature est probablement plus riche encore sous la forme d’un modéle équivalent ap-
pelé ! Synchronous Dataflow Graphs (SDF) [Lee and Messerschmitt, 1987]. Les SDF, destinés
a la description de systémes informatiques, décrivent des processus (appelés acteurs) s’exécutant
en parallele. Les acteurs échangent, consomment et produisent des données. A titre d’exemple,
on donne Figure 4.1 le modéle SDF d’un systéme avec 3 acteurs A, B et C. L’exécution de
A dure 2 unités de temps, ne se produit que suite a la disponibilité d’une donnée (provenant
de l'acteur C) et génére 3 données fournies a l'acteur B. L’acteur B consomme 2 données, son
exécution dure 1 unité de temps et fournit 1 donnée & 'acteur C. Ce modéle peut étre décrit
sous la forme d’un GET Valué temporisé équivalent donné Figure 4.1. De fagon générale, les

11. ou Graphe Flot de Données

29
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modéles GET Valués et SDF sont équivalents. En raison de cette équivalence, des travaux sur la
modélisation de SDF s’appuyant sur ’algébre (max,+) sont également disponibles [Geilen, 2010]
[de Groote et al., 2012].

2
] 3

“64—» @~u~6~u-sb
©—e ~[--O—[=O=]-~

1

™

Synchronous Dataflow (SDF) GET-V équivalent

F1GURE 4.1 — Synchronous Dataflow Graph et le GET Valué équivalent

Une part importante des travaux menés sur ces modeles (GET-V ou SDF) consiste en ’éta-
blissement de méthodes de vérification de propriétés (la vivacité, la bornitude), de méthodes
permettant d’établir le débit en fonctionnement au plus tét, ou encore la recherche d’ordon-
nancements ' compatibles avec les contraintes de précédence et de synchronisation exprimées
par le modéle. Le plus souvent, les ordonnancements recherchés sont alors dans la classe des
ordonnancements répétitifs cycliques [Benabid-Najjar et al., 2012| [Bodin et al., 2012].

Le modéle que nous avons proposé, et qui est décrit dans ce chapitre, reprend la démarche sui-
vie dans [Cohen et al., 1998b] en s’appuyant sur des opérateurs élémentaires. Ce modéle entrée-
sortie a ’avantage de permettre la transposition de certains problémes de contréle résolus pour
les GET (synthése de correcteurs) a la classe des GET Valués.

4.2 Modélisation par des opérateurs

Notre étude des GET-V repose sur une description au moyen d’opérateurs élémentaires.
C’est-a-dire de la méme maniere que 1'on décrit les GET sur M%?[~, §]. Nous avons introduit au
Chapitre 2 des opérateurs additifs pour décrire tous les phénomeénes élémentaires modélisés par les
GET-V. Les opérateurs nécessaires sont notés 6! (décalage temporel), v (décalage événementiel),
fm (multiplication événementielle) et 5 (division événementielle).

Pour pouvoir aboutir & un modéle intéressant sur le plan pratique, nous devons néanmoins
restreindre la classe des GET Valués considérés. Nous ne traitons ici que les GET valués dont la
structure satisfait une propriété d’équilibre sur les poids/gains des chemins.

Définition 13 (Gain d’un chemin) Soit px une place ayant t; comme transition d’entrée et t,
comme transition de sortie. L'arc t; — pi (resp. pr — to) a un poids noté w;(px) (resp. wo(pr))-
Le gain du chemin t; — pr — to est défini par T'(pr) = w;(pr)/wo(pr) € Q. Par extension, pour
un chemin I1 défini par p, — pyp — ... = pi, le gain est T'(II) = T'(pa) X T'(py) X ... x T'(pg).

12. c’est-a-dire les séquences de tir de toutes les transitions (GET-V) ou d’exécution des acteurs (SDF)
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Définition 14 (Equilibre) Un GET-V est dit équilibré si pour toute paire de transitions (tq,tp),

tous les chemans de t, a ty ont le méme gain.

Par conséquent, pour tout GET-VE (GET Valué Equilibré), tous les circuits ont nécessairement

un gain de 1.

FiGURrE 4.2 — GET-V Equilibré.

Exemple 8 Pour le GET-VE de la Figure 4.2, les relations entre les transitions sont traduites
par : x; € X, 2 = [26°m1, 13 = Paylay et x4 = Poy' 6% sz ® vusze ® Y ped w3 Selon
une représentation compteur Nt, xo(t) = |x1(t — 5)/2], z3(t) = |[(21(t) + 1)/4] et x4(t) =
min(| (3z1(t — 2) +1)/2],3z2(t) + 4,6x3(t —7) + 7).

Proposition 7 ([Cottenceau et al., 2014a]) Pour les GET-VE, les opérateurs élémentaires

satisfont les propriétés suivantes

ALt = 1y 6t = M, Byt = 06, (4.1)
Y™ = ™ s Y By = Byy™<C. (4.2)

En outre, tous les opérateurs H € O vérifient
M= H(E) = (7)) H = () H = H(r)" (4.3

Opérateurs événementiels périodiques

D’aprés (4.1), opérateur * commute avec n’importe quel opérateur dit événementiel, ¢’est-a-
dire dans I’ensemble {¥", jim, By }. Par conséquent, on peut facilement factoriser les opérateurs ¢°.
De facon équivalente, tous les opérateurs issus de la modélisation des GET-VE peuvent s’écrire
sous la forme @, w;6% ou les termes w; sont des opérateurs obtenus par un nombre fini de sommes

et compositions d’opérateurs événementiels.

Définition 15 (Dioide &) Notons (£,®,0) C O le sous-dioide des opérateurs obtenus par com-
binaisons finies de sommes et de produits d’opérateurs dans {y", im, Bp}. Ces opérateurs seront

appelés E-opérateurs (E pour événementicl). Par exemple, w = v s @ Boy! € E.
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Le gain des E-opérateurs se définit récursivement par w,, wy, € &, I'(wgowp) = T'(wg) x T'(wp)
et I'(w, @ wp) = min(C(wy), T'(wy)), avec T'(y") = 1, T'(um) = m et T'(By) = 1/b. Par exemple,
[(y'u2P3) = 2/3. Une somme d’opérateurs w, @ wy sera dite équilibrée si I'(w,) = T'(wy).

Un E-operateur peut étre vu comme la représentation d’un systéme instantané'® qu’il est
également possible de décrire par une fonction Compteur/Compteur (C/C)!* définie par F,, :
7 — Z,k; — k,, ou k; est un compteur d’entrée et k, un compteur de sortie. Pour w € £ un
E-opérateur et x € ¥, un compteur, la fonction F,, est obtenue en remplacant z(t) par k; dans
'expression de (wx)(t). Par exemple, pour w = B2y' 3 on obtient (wx)(t) = [(3 x z(t) +1)/2]
et donc Fg, 1y, ki — [(3 X ki +1)/2]. Cette fonction est décrite Figure 4.4 oi les deux axes
sont labelisés I-count (input count) et O-count (output count). Cette fonction C/C donne une
description du comportement du GET-VE (non temporisé) donné Figure 4.3. 1l faut interpréter
la courbe décrite par Fg,41,, de la fagon suivante : si 'on opére 0 tir de x1, on observe 0 tir
de x9, puisque fﬂwlua(O) = 0. Si V'on déclenche 1 tir de x1, on obtient 2 tirs de xy (puisque
Fpynipg(1) = 2). Ceci décrit effectivement le comportement du GET-VE non temporisé de la

Figure 4.3.
>~ @--]
X2

X1
FIGURE 4.3 — GET-VE décrit par xo = By psz;.

Remarque 6 Ywi,ws € € = Fuaw, = Min(Fy,, Fu,) €6 Fujows = Fuwy (Fuwsy)-

Définition 16 (E-operateurs périodiques) Un E-operateur w € £ est dit (n,n’)-periodique
$iVk € Z, F(k +n) = Fy(k) +n'. Les opérateurs élémentaires sont périodiques : v est (1,1)-
periodique, [y, est (1,m)-periodique et By est (b, 1)-périodique. L’ensemble des opérateurs pério-

diques est noté Eper.

Pour un E-operateur (n,n')-periodique w, le ratio n’/n € Q est a la fois le gain I'(w) et la pente

de la fonction JF;, associée.

Proposition 8 ([Cottenceau et al., 2014a]) Pour les E-operateurs périodiques on a

We,, Wp € gper = Wg O wp € gpev'
Wa, Wp € Eper and I'(wg) =T(wp) = we B wp € Eper

La propriété d’équilibre des gains implique que tous les opérateurs issus de la modélisation
des GET-VE sont périodiques. Par exemple, la Figure 4.4 donne la représentation de Fg, 1,
(points gris) et de F.,, .,3, (points noirs) qui sont (2, 3) périodiques. Il faut aussi remarquer que la
relation d’ordre sur les E-opérateurs s’interpréte graphiquement. Ici, nous avons y4us B2 =< By s

(cf. remarque 6) ce qui est équivalent & F.,,,3, > F By s -

13. sans mémoire
14. c’est-a-dire dont la variable et la valeur sont des compteurs
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FIGURE 4.4 — Représentation C/C des fonctions Fg,, s €t Fr,psps

Il découle de ces propriétés que le transfert des GET-VE s’exprime par des séries @, w;d"
dont les coefficients sont des E-operateurs w; € &pe, périodiques. La structure algébrique adaptée
est un dioide &pe,r[d] de séries formelles (cf. Annexe B) en la variable §, & exposants dans Z et
a coefficients dans E,e,. Les opérations de ce dioide sont définies par : s1 = @, w1;6%, so =
D; w;6% dans Eper[6],

s1® sy £ @ (wig ® way) 6t
S1®sy = Sy (@tk—f—tk/:T Wik © w2k/> or.

En raison du caractére monotone des fonctions compteurs, les opérateurs satisfont (4.3). Par
conséquent, les résultats des opérations de Epe,[d] peuvent étre simplifiés modulo la relation

d’équivalence (4.4).

Définition 17 Le dioide £, .[3] est le quotient de Eper[0] par la relation suivante

sa="sp = (71)"sa(7")" (071" = ()" sp(v1)"(671)" (4.4)

Une série est dite équilibrée si tous ses coefficients ont le méme gain. Dés lors, le gain de la
série est noté I'(s). Les séries de transfert des GET-VE sont nécessairement des series équilibrées
de &%..[0].

per

Représentation graphique des séries de &;,,.[d]

Les séries de &,

+[6] disposent d’une représentation graphique qui est une extension de celle
utilisée pour les séries de M%¥[~,6]. Dans M@y, ] [Cohen et al., 1989b|, les séries s’écrivent
s = @ ™6t ot chaque monome 6% peut étre représenté graphiquement par un point (n;, t;)
du plan Z2. De plus, en raison de I’équivalence (4.4), chaque monome est décrit par un coéne
sud-est de sommet (n;,t;). A titre d’exemple, la Figure 4.5 représente la série 126° @ 463 @
7067 @ 4265 @ 41361 dans Z2. La surface de Z? formée par I'union des cones décrit toutes les
séries de M%[, 8] qui seraient dominées '® par cette série. Sur la Figure 4.5, on voit par exemple

453 959 sont dominés puisque situés dans l’aire engendrée par les autres

que les opérateurs v et vy

15. c-a-d inférieures au sens de lordre de M [, d]
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FIGURE 4.5 — Representation graphique de 426° @ v46% @ 7%67 @ 1265 @ v1361 € M [y, 4].

FIGURE 4.6 — Representation de Boy!' 1362 @ v*13820° ® v pgBay o7 .

mondmes. On a donc la simplification v26° ®y463 @567 By260 @y 1351 = 428591067 413611, La
représentation graphique fournit alors une interprétation géométrique a la relation d’équivalence
(4.4). Deux séries sont équivalentes si elles ont méme représentation graphique.

Par rapport a M%*[~, 6], 'introduction des opérateurs événementiels j,, et 3 conduit & une
représentation tridimensionnelle. Une série s = @, w;6' € £*[J] est représentée dans Z3 ot les
axes ont les labels I-count/O-count/T-shift : T-shift représente l’axe des exposants t; et chaque
coefficient w; € &pey est représenté par F,, dans le plan T-shift= ¢;.

Dans la Figure 4.6, la série s = Boy 1302 @ Y413 26° & v e Bay 67 est dessinée selon cette
représentation. Notons que c’est aussi la série de transfert du GET-VE donné dans la Figure 4.2.

Dans ce contexte, les produits par les opérateurs ' et 4™ ont une interprétation graphique
simple.

— produit par 8 <= décalage de t unités selon I’axe T-shift.

— produit a droite par y* <= décalage de n unités vers les valeurs décroissantes de I-count.

— produit a gauche par v <= décalage de n/ unités vers les valeurs croissantes de O-count.
Rappelons que I'équivalence des séries modulo (4.4) conduit dans &, [0] &

w(st =* (,yl)*w(,yl)*(é—l)*&t‘

L’équivalence (4.4) conduit donc & dessiner le monéme wé’ par sa fonction F,, dans le plan
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T-shift=t, et ensuite & étirer cette courbe vers les valeurs décroissantes de T-shift, vers les va-
leurs décroissantes de I-count, et vers les valeurs croissantes de O-count. Chaque monéme w;d%
engendre alors un volume de Z3 (grisé opaque sur les figures). Cette zone grisée décrit la zone
de domination de l'opérateur w;é"%, c’est-a-dire, tout opérateur w;d% tel que w;d8% < w;8' sera
contenu dans ce volume, et ne sera donc pas visible dans la représentation tridimensionnelle.
Cette représentation graphique définit le moyen de simplifier les séries de &[] : si un élément
n’est pas visible, il peut étre enlevé de I'expression de la série.

De méme que pour les GET ordinaires, les matrices de transfert des GET-VE sont obtenues
par des expressions rationnelles sur des opérateurs équilibrés de £, [d]. Le résultat suivant étend
le Théoréme 1 aux GET-VE.

Définition 18 Une série équilibrée s € &E,,.[0] est dite ultimement périodique 16 si elle peut
s’écrire soit s = p @ q(7V07)*, soit s = pd (VWO V¢, ou v, T,V € N, p, q et ¢ sont des
polyndémes équilibrés.

Remarque 7 (Périodicité a droite/a gauche) Pour les séries de &,,.[0], la périodicité ul-
time s’exprime soit comme un facteur (vY07)* a4 droite de l'expression, soit comme un facteur
(7”/57/)* a gauche. L’extension de la notion de temps de cycle (temps moyen entre deuz évé-
nements) pour une série doit donc étre précisée. On a soit un temps de cycle o droite, soit
gauche. On distingue donc o(s) = 7' /v et o,(s) = 7/v. Comme on le verra par la suite, le ratio
o(s) = T’/l/’ correspond au temps moyen entre deur événements en sortie du systéme quand on
applique une tmpulsion I en entrée.

Proposition 9 ([Cottenceau et al., 2014a|) Soient s; et sy deux séries ultimement pério-
diques de &[]

- T'(s1) =T (s2) = s1 @ sz est ultimement périodique

- 51 ® S9 et so ® s1 sont ultimement périodiques

- T'(s1) =1 = s} est ultimement périodique

Preuve : La preuve de ce résultat (détaillée dans [Cottenceau et al., 2014al) reprend les mémes
techniques que celles utilisées pour prouver que la somme, le produit et 1’étoile de Kleene de
séries périodiques de M%¥[~, ] sont périodiques [Gaubert, 1992]. Le point le plus délicat étant
de montrer que I'¢toile de Kleene dun polynéome p € &.,.[0] de gain 1 (I'(p) = 1) est une
série ultimement périodique de &, [d]. Ce calcul s’appuie en pratique sur le calcul de I'étoile de
Kleene d'une matrice de M%*[v, ], ce qui peut étre vu comme ’évaluation de performance d'un
GET ordinaire, mais de taille plus grande que le GET-VE initial. Sur le plan de la complexité
algorithmique, le calcul de I’étoile de Kleene, tel que proposé dans [Cottenceau et al., 2014al, ne
permet pas de calculer des exemples pratiques de grande taille. Notre approche subit les mémes
problémes d’explosion combinatoire que ceux décrits dans [Marchetti and Munier-Kordon, 2010,
qui s’appuient aussi sur une transformation GET-V vers GET ordinaire. O

Pour un GET-VE & m-entrées et p-sorties, il découle de la proposition précédente que les
éléments de sa matrice de transfert H = C'A* B sont des séries ultimement périodiques de &, [0].

n

16. Remarquons qu'un polynome équilibré p = @], wié* € &, [6] peut étre considéré comme un cas parti-
culier de série ultimement périodique telle que 7 = 7" = 0.
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F1GURE 4.7 — GET & Valuations Equilibées et sa série de transfert

Exemple 9 Le GET-VE de la Figure 4.7 permet d’illustrer ceci. La relation entrée-sortie s’ex-
prime

y = (u3(v'6%)*B26% @ By 6" (v26")* u3) u = Hu
La série H € &,,[0] s’obtient par la somme de deuz séries ultimement périodiques. La série H

posséde un gain U'(H) = 3/2, qui est le gain de tous les chemins allant de u a y. Deuz expressions

équivalentes (avec la périodicité ultime & droite ou & gauche) de H sont fournies ci-dessous :

H=po®q*&) =po (v'd")d,

avec
p = u3Beb?d (ViusBeyt &y usB2)3 B 3 usB20t @ (vus Byt @ VousB2)85 @ (v us Byt B O usB2)88,
g = [(FpsByt ®3usP2)d” & (v 3Byt & u3B2)0% ® (V3usBayt © v10usBa)d°],
¢ = [(vPusBoyt ®~2usB2)87].

4.3 Reéponse impulsionnelle des GET-VE

C i 42

En accord avec ce qui précede, un GET-VE présente une périodicité événementielle (n,n’)
globale. Cela signifie que n activations de I'entrée produisent en moyenne n’ activations de la
sortie, avec n'/n le gain du systéme. En notant H € &,.[d] le transfert du systéme, cette
périodicité s’écrit

Hy"=~"H = T(H)=n'/n.
On a rappelé Chap.2 qu’un systéme (max,+) linéaire stationnaire était complétement carac-
térisé par sa réponse a un signal Z qui s’apparente a I'impulsion de Dirac (cf. (2.4)). Pour
les GET ordinaires, la réponse impulsionnelle HZ est ultimement périodique (cf. Th. 1). Dans
[Cottenceau et al., 2014b|, on a montré que pour les GET-VE, la réponse a 'impulsion Z est
également ultimement périodique. En revanche, cette réponse ne fournit qu’une connaissance
partielle de la dynamique du systéme.

Pour un GET-VE décrit par une série ultimement périodique H = @, w;0"% € &;.,.[d], la

réponse impulsionnelle s’écrit

y=HI =P uws"T = P+"Os"T.
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FIGURE 4.8 — Representation de Soy! 11302 ® v u3820° ® v jugBay 67 et sa réponse a T et & v3Z.

17 3 limpulsion Z. Pour

Autrement dit, il existe un GET ordinaire qui a la méme réponse
I'exemple décrit Figure 4.2 dont le transfert dans &,.[0] est h1 = Boy 1130% @ vz B ®
7 116847 07, on a hT = (7262 ©~*6° ®~787)Z. Cette réponse est dessinée Figure 4.8 dans le plan
I-count=0 (en trait épais). Pour ce méme systéme, si I’on applique I'impulsion décalée v3Z, on a
hy3T = (7962 © 76 @ y1367) L. Cette réponse est dessinée dans le plan I-count=3. En raison de
Par conséquent, pour ce systéme, la réponse & v"Z se déduit soit de la réponse & Z, soit de la
réponse & Y.

Pour le cas général d’'un GET-VE avec une périodicité événementielle (v, '), la série de trans-
fert est ultimement périodique (cf Prop.9). La réponse a y"Z est donc nécessairement ultimement
périodique aussi. En outre, 'ensemble des réponses a Z,v'Z, ...,7* 1T permet de reconstituer la
dynamique compléte du GET-VE.

Exemple 10 Dans la Figure 4.9, on représente la série ho suivante

he = p3fed® @ (Y264)* (uafay'6* © v pspad®) .

Le temps de cycle (a gauche) de hy € E,,.[0] est donné par le facteur (v30%)*, soit oy(hg) = 4/3.
C’est aussi le temps de cycle de la réponse a n'importe quelle impulsion'® décalée Y"I. Par
ailleurs, ce systéme a une périodicité événementielle (2,3), soit hay? = y3ha. Ce systéme est
donc entiérement caractérisé par la réponse 4 T et a Y'I. Toutes les autres réponses & YT pour
n > 2 se déduisent de ces deuz réponses. Notons que hoZ = (§*(735%)*)T est décrit en trait plein
dans le plan I-count= 0 et hoy'Z = (63 ® 365 (v30%)*)T en tirets dans le plan I-count= 1.

4.4 GET a valuations cycliques

Les modeéles SDF et GET valués sont équivalents. Par conséquent, les travaux publiés sur
les modéles SDF nous permettent d’alimenter de nouveaux développements. Nous nous sommes

17. 1l va de soi que ce GET ordinaire n’a pas le méme comportement en général.
18. qu’on peut donc observer dans tous les plans I-count=n
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FIGURE 4.9 — Réponses de hy aux impulsions décalées T, y'Z,... /5T

intéressés en particulier & la classe des SDF dont les phénoménes de production et de consom-
mation de données sont variables, mais selon une séquence cyclique. Le modéle est alors appelé
Cyclo-Static Dataflow (CSDF) [Bilsen et al., 1996] dans la littérature. Nous proposons ici la
transposition des CSDF au cas des GET Valués. Nous définissons la classe des GET Cyclo-
Valués (GET-CV) comme la classe des GET pour lesquels les poids attachés aux arcs sont des
séquences cycliques.

4.4.1 Arcs cyclo-valués

Définition 19 (Valuations cycliques) Considérons une place p dont les arcs d’entrée et de
sortie sont valués respectivement par w;(p) et et wy(p). Les arcs sont dits cyclo-valués si les
poids attachés auxr arcs dépendent du numéro d’activation et suivent des séquences cycliques
notées respectivement w;(p, k) et wo(p, k). Dans ce cas, le tir numéro k de la transition en amont
de p ajoute w;(p, k) jetons a la place p et le tir numéro k de la transition en aval de p consomme

wo(p, k) jetons de la place p.

p
H —[1,32]—> O—[l,2]—>ﬂ
xi wi(pk) w,(p,k) x:

FigurEe 4.10 — Arcs cyclo-valués

Pour ’exemple de la Figure 4.10, la séquence de poids w;(p, k) est cyclique de période 3,
wi(p, k+ 3) = wi(p, k) avec w;(p,0) = 1, wi(p,1) = 3, w;(p,2) = 2. Le premier tir de x; ajoute
1 jeton a la place p, le deuxiéme ajoute 3 jetons, etc. La séquence de poids w,(p, k) est cyclique
de période 2. Graphiquement, une seule période de ces séquences est décrite sur chaque arc.
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Notation 2 On peut également décrire les arcs cyclo-valués par des opérateurs. On note par
i (p) L 0pérateur associé a l'arc en enirée de la place p el By, () l'opérateur associé a l'arc en
sortie de la place p. Par exemple, le GET Cyclo-Valué de la figure 4.10 est décrit par Uopérateur
composé suivant B[y 24[1,3,2]-

Proposition 10 En fonctionnement au plus tét, tout GET Cyclo-Valué peut-étre décrit par un
GET-Valué équivalent.

Preuve : 1l suffit de considérer les opérateurs associés aux arcs cyclo-valués comme des systémes
instantanés périodiques pour lesquels on peut obtenir la fonction C/C associée. Puisqu'il s’agit
de systémes périodiques, ils s’écrivent par une combinaison finie de E-opérateurs périodiques,

c’est-a-dire d’opérateurs ¥, um, et Gy, et donc de GET-V équivalents. O
+~
s:: ~—
S A 5 A
Q o
Q15 Q15
O ®

; 0

—
o
N N N T Y N N N S O |
-~
[9%)

O] [ Ol

X1 2 X1

FIGURE 4.12 — Arc cyclo-valué p; 39 et GET-V équivalent

Exemple 11 La partie gauche de la Figure 4.11 fournit la fonction C/C associée a 'opérateur

/////

cet opérateur comme la somme de 3 opérateurs (3,6) périodiques de la fagon suivante :

f1,3,2) = peBsy” ® 7' peBsy' ® v ueBs.
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On en déduit ’équivalence entre le GET Cyclo-Valué et le GET Valué décrit Figure 4.12. Apres
3 tirs de x1, le GET wvalué retrouve son état initial.

De la méme maniére, on obtient (cf. Figure 4.11, partie droite) que B, est (3,2) périodique
et s’écrit

Brig) = H2B3y & ' 123

Finalement, on a donc ’équivalence de modeéles donnée Figure 4.13 et qui refléte ['égalité By o) pip1,3,2) =
paBsy® @ v uaBayt ® v paBs dans 5, [].

|32 O~ va—] H_’@‘3*H‘4—’
X.

X1 2 X1

FIGURE 4.13 — Opérateur Sy g1 32) et GET-V équivalent

4.4.2 Routages périodiques

En raison de I'égalité de classes {GET-V} = {GET-CV}, le modéle GET-CV peut sembler
superflu. Les arcs cyclo-valués conservent néanmoins un intérét dans le cadre de la modélisation,
puisqu’ils permettent une description plus concise de phénoménes périodiques. En particulier,
les routages périodiques étudiés en section 3.3 page 45 s’écrivent de fagon trés simple a ’aide des
valuations cycliques.

A titre d’exemple, la Figure 4.14 décrit le routage périodique 1|1. Le premier tir de u déclenche
u1, le deuxiéme déclenche us et ainsi de suite. Cette alternance se décrit simplement par les

relations formelles suivantes :

Ul = K104, U2 = Hjo,1)U-

FIGURE 4.14 — Routage périodique 1|1
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Dans la Figure 4.15, on décrit le phénoméne inverse. Deux types d’événements y; et yo
sont additionnés pour produire un seul type d’événement y. Ce phénoméne décrit une fusion
des événements y; et ys. Néanmoins, cette fusion des événements se fait sous une contrainte
d’entrelacement des événements y; et yo : la premiére sortie y est due au premier tir de yq, la
deuxiéme sortie y est due au premier tir de ys, la troisiéme sortie y est due au deuxiéme tir
de y1, et ainsi de suite de fagon périodique. On appellera fusion périodigue ce phénomeéne qui
est également décrit sous la forme d'un RAP équivalent Figure 4.15. A ’aide d’opérateurs, ce

fonctionnement est décrit par la relation

Y = Bpu,oy1 @ Bo,11y2

| —

. C>\[1,0]$ _ Y'\\«
o=l E O~

gz“/' g K ‘_7 y

FIGURE 4.15 — Fusion périodique 1|1 des événements y; et ys.

En combinant le routage périodique et la fusion périodique, et en ajoutant des temporisations,
on obtient la modélisation d’un phénomeéne de temporisation variable. La Figure 4.16 décrit un
temps de séjour qui change périodiquement. La premiére sortie y est due & la premiére entrée
u avec un retard de 77 unités de temps, la deuxiéme sortie y a lieu aprés la premiére sortie y
et au plus tot Th unités de temps aprés la deuxiéme entrée u. Ce systéme décrit donc a la fois
une temporisation variant cycliquement et un phénomeéne First-In First-Out : U'effet de ’entrée
numéro k+ 1 ne peut précéder l'effet de ’entrée numeéro k. Cette temporisation variable se décrit

par les opérateurs suivants

y = (Bno0™ o ® Boa0* io,y)u
= (u2B2y'0" @ 7' 112826" Ju
Ce phénomene de temporisation cyclique avait été étudié par S. Lahaye dans [Lahaye et al., 1999]
|[Lahaye et al., 2004a| et revisité a I’aide des GET valués dans [Cottenceau et al., 2014b].

4.5 Conclusion

La modélisation de SED par le biais de GET Valués, ou de GET Cyclo-Valués, fournit le
moyen d’étudier ou de revisiter des phénomeénes dynamiques qui semblaient échapper a la portée
des systémes (max,+). Notamment, ce qui précéde montre qu’il est possible de reconsidérer les

problémes de routage étudiés par O. Boutin (section 3.3 page 45) a l'aide des opérateurs de

Eper[0]-
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T
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FIGURE 4.16 — Temps de séjour périodique (11,75, T}...) avec contrainte FIFO

Si lon reprend I’Exemple 7 page 48, le routage périodique 2|3 est immédiatement repré-
sentable par un GET Cyclo-Valué. En revanche, la place qui somme les événements (au sens
compteur) doit étre remplacée par une fusion périodique. Le systéme ainsi structuré peut s’écrire

formellement

H = B110000" (v*6*) 111,000 ® Bpo.0.1,1.11(6” & v*6) (v*6")* po.0,1.1.1)-

Les deux premiers événements u sont traités par le sous-systéme H1, les trois événements sui-
vants par Ho, soit de facon informelle H1, H1, Ho, Ho, Ho, H1, H1, Ho, .... Notons que la contrainte
imposée par la fusion périodique induit que ce systéme est nécessairement plus lent que le sys-
téme décrit dans I’Exemple 7. Le résutat du calcul de ce systéme dans &, [6] fournit donc un
majorant du comportement du systéme de I'Exemple 7.

Par ailleurs, & ’aide des arcs cyclo-valués et des opérateurs associés, on peut distinguer
d’autres routages assurant une répartition 2/5 pour Hj et 3/5 pour Hy. Par exemple (cf. Figure
4.17), le routage ci-dessous assure plus d’alternance entre les deux sous-systémes que ne le faisait
le routage 2|3 précédent, puisque la répartition correspond a Hy, Ho, H1, Hy, Ho, Hy, Hy, Hy, ...

H' = B1.01.000" (76%) 11,0100 © Bo,1,0.1,11(8° @ 776%) (46" py0,1,0.1.1)-
Exprimée dans &,,,[d], la fonction de transfert de H' est donnée par I’expression

H = (v2°6'2)*(y°6* & (v 5857 ® v us P57 @ v 1s85)8° @ (v s 857% & 7P s 857" @ B s 85) 06
DV s By ® Y 158572 B VOps 857107 @ (V3 s By B s Bsyt B v s B5)6° @ 410610
B(Y 5857 & us 85y B v B s B5)0'3 @ (V85 By B s B5yt B v s B5)6M)

La représentation graphique tridimensionnelle de H' € &, [d] est donnée Figure 4.18 (partie
gauche). Puisque T'(H') = 1, on peut aussi obtenir une sur-approximation de H' par une série
de M%[,d]. La plus petite sur-approximation de H' par une série de M%*[v, §] est donnée 1
Figure 4.18 (partie droite).

On obtient donc, en appliquant un routage Hy, Ho, H1, Ho, Ho, H1, ... au systéme de I’Exemple

7, que ce systéme est décrit par 'encadrement des deux systémes (max,+) linéaires ci-dessous

H = §(y2®)* ® (6° ®426°%)(7y*0*)* (minorant obtenu section 3.3)
— (54 @ 7255 o) 7456 @ 76‘57 @ ,Y859 @ ,Y10510 D 714513 e 718514)(720512)*
H = (7055 @ 7356 e ,)/557 e ,)/659 e 710510 @ ,},13513 D 716514)(,720512>*

19. On peut remarquer que la représentation tridimensionnelle d’une série de M [, d] est telle que tous les
coeflicients sont des opérateurs (1, 1) périodiques.
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FIGURE 4.18 — Représentation de H' et de la plus petite sur-approximation de H' dans M$* [, 6]

n

L’intervalle obtenu est alors meilleur que celui obtenu par 'approche d’Olivier Boutin, pour la
raison que dans le dioide &, [4], on est capable de décrire un routage périodique de fagon plus

précise.
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Chapitre 5

Commande de systémes (min,+)

Ce chapitre aborde 'utilisation de la théorie des systémes (min,+) pour 1’élaboration de
lois de commande [Le Corronc et al., 2009b] [Le Corronc et al., 2010a] [Le Corronc et al., 2010b]
[Le Corronc et al., 2011|. Ces travaux s’appuient principalement sur la théorie de la résiduation
dont certains aspects sont rappelés en annexe.

5.1 Introduction

Pour des SED dont le comportement entrée-sortie s’écrit formellement y = H(v) - 'entrée v
produit la sortie y - les questions relatives & la commande se classent principalement dans deux
catégories.

Soit pour une trajectoire de sortie § souhaitée, on cherche & exprimer une trajectoire d’entrée
@ (la commande) telle que H(4) ~ g, c’est-a-dire telle que la sortie s’approche au mieux de
Pobjectif . Ce probléme s’apparente au probléme de poursuite de trajectoire dans la théorie
conventionnelle.

Soit pour un modele G donné, décrit par la relation y' = G(v'), on cherche a exprimer un
systeme C dit correcteur tel que le systéme muni de ce controle s’approche au mieux du modéle
de référence G. Ceci revient a chercher la dynamique d’un correcteur u = C(v, H(u)) capable de

\4 u y

[

FIGURE 5.1 — Systéme avec correcteur

produire la commande u & partir de v et de la mesure de la sortie du systéme H (u). Du point
de vue des trajectoires du systéme, ce probléme de commande vise & satisfaire

Yo € e, y = H(C(v,y)) ~y' = G(v),

71
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c’est-a-dire, pour toute entrée v donnée, faire en sorte que la sortie du systéme H soit proche
de ce que serait la sortie du modéle G pour la méme entrée. La structure du systéme controlé
est donnée par la Figure 5.1. Ce probléme s’apparente au probléme de poursuite de modéle en
théorie conventionnelle (model matching).

Dans le cas des systémes (min,+) linéaires, la relation entrée-sortie s’écrit simplement comme
un produit y = H(v) = H ® v, oit ® est un produit de séries formelles (dans M¢7[~v,d]) ou une
convolution (dans (3., min,®)). Le probléme de poursuite de trajectoire trouve une solution
optimale via la théorie de la résiduation ([Cohen et al., 1989b]) puisque l'équation H ® v < ¢

admet toujours une solution optimale dans un dioide complet

o = P{vlH ®v =< §} = Hyj.

D’un point de vue pratique, la trajectoire d’entrée optimale © est celle qui déclenche le plus
tardivement possible les événements d’entrée. Cette entrée est optimale pour le critére de juste-
a-temps.

Pour le probléeme de poursuite de modéle, en s’appuyant également sur la théorie de la
résiduation, on peut trouver I’expression de correcteurs optimaux a partir du modéle de référence
G et du systéme H. Par exemple, lorsque le correcteur s’exprime par u = C(v,y) = Pv, c’est-a-
dire un correcteur qui n’utilise pas 'information de sortie y pour élaborer la commande, on peut
trouver un correcteur optimal. Un tel correcteur est appelé précompensateur. Le précompensateur
optimal est donné par P=H §G. 1l s’agit du plus grand précompensateur tel que Vv, HPv < Gv.

Dans la littérature, d’autres structures de controéle ont été étudiées. Par exemple, des correc-
teurs de type retour de sortie u = v@® F'y ont également été étudiés dans |Cottenceau et al., 1999],
[Cottenceau et al., 2001b], [Cottenceau et al., 2001a], [Cottenceau et al., 2003]. La dynamique
du systéme sous controle s’exprime alors y = H(FH)*v. Pour certaines valeurs de G, le re-
tour de sortie F optimal s’exprime par F' = HYXGYH. En particulier pour 'objectif G = H,
le correcteur F' = HXNHJH est optimal. Dans [Maia et al., 2003],[Hardouin et al., 2010b], des
structures plus complexes sont étudiées.

Ce chapitre présente des travaux relatifs & la commande de systémes incertains, c¢’est-a-dire
dont la dynamique est décrite par un intervalle de comportements.

5.2 Probléme de type Window Flow Control pour les réseaux

Durant sa theése, Euriell Le Corronc a considéré un probléme de contrble adapté aux réseaux
informatiques. Le Window Flow Control (WFC) est un mécanisme de régulation du flux d’entrée
d’un réseau. Ce mécanisme est comparable & la gestion de flux avec la méthode Kanban dans
les systémes manufacturiers. Le WFC n’autorise I’émission de paquets dans le réseau qu’a la
condition qu’il n’y ait pas plus de w paquets en cours d’acheminement, c’est-a-dire des paquets
émis mais qui ne sont pas encore parvenus au destinataire. Ce systéme de régulation s’appuie
sur un acquittement de la réception par le destinataire, ¢’est-a-dire une information qui transite
également par le réseau, mais en sens inverse, du destinataire vers ’émetteur. Le WFC est un
systéme de controle en boucle fermée, comme le montre la Figure 5.2, o1 v représente les données

émises et y les données recgues.
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FIGURE 5.2 — Window Flow Control

Dans le probléme considéré par FEuriell Le Corronc, la dynamique d’acheminement des don-
nées est décrite par un intervalle de comportements y = [hy, hi]u, c’est-a-dire Yu € X¢, by ® u <
y = h1 ® u. L’acheminement de I'acquittement de réception (vers I’émetteur) se fait suivant une
dynamique différente décrite par un intervalle noté [hy, ho]. Le WFC contraint le réseau a ne
pas avoir plus de w paquets en cours d’acheminement, ce qui est représenté par l'opérateur de
décalage v*. Les relations qui lient les différents signaux sont : u, v,y € X,

Yy = [ﬁlvﬁl]u
u = v®y"[hy,haly

t20

Le comportement “¥ entre v et y est finalement décrit par 'intervalle

y = [ (v holy)", h (Y hoha) "o,
Proposition 11 ([Le Corronc et al., 2010b]) Soit hijhig(hohi) A hixhi¢(hahi) € .. La
valeur de ce compteur en t =0, soit w = (hi{hif(hahi) A hixhig(hahy)) (0),
male du probléeme sutvant

est la valeur opti-

w = min{w € N[y (v"hohy)", h1 (v h2l1)*] = [hy, ]}
Preuve : La valeur w doit étre telle que
ﬁ1 (’Ywﬁgﬁﬂ* = h1 et El (7wﬁ2ﬁl)* = El-

Tout d’abord, on a les équivalences suivantes : hy (Y hohy)* < h; <= (Y"hyhy)* X hi}h; —
Y*“hoh, =< hi§hy, puisque dans un dioide on a aya = (aja)* [Max Plus, 1991] et, par ailleurs,
on a l'équivalence z* < b* <= x < b* [Cottenceau et al., 2001b|. Finalement, la valeur w doit
satisfaire 7 < hy§hy¢(hohy). De méme, autre inégalité conduit a v < hi{h1¢(hoh1). O

La valeur de w établie par la proposition précédente est la plus petite valeur qui ne dégrade
pas l'intervalle de transfert des données de I’émetteur vers le destinataire.

20. anoter que pour alléger ’écriture, les produits de convolution ® ne sont pas explicitement notés, par exemple
Vwﬁ2ﬁ1 = 'Vw ® ﬁz ® ﬁl-
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5.3 Correcteur pour réduire l’incertitude

Nous représentons l'incertitude relative & un systéme mono-entrée mono-sortie par un inter-
valle de comportements [h, h], ce qui correspond a Yu € ¥. = hu < y < hu.

Pour mesurer le degré d’incertitude sur la trajectoire y, on peut utiliser la théorie du second
ordre développée dans [Max Plus, 1991]. Les calculs de résiduation du produit (cf. Annexe B)
permettent de mesurer des écarts entre des trajectoires. Dans le contexte des systémes incertains,
ces mesures permettent de quantifier U'incertitude. Pour un intervalle de signaux [z,7] € I(X,),

définissons les deux mesures d’écarts ci-dessous

Oy(z,7) = min{7|07z =T} (écart temporel)

O.(2,7) = min{v|z = +y"Z} (écart événementiel)

Les écarts ®; et O, caractérisent des écarts maximaux entre x et T, selon les deux axes (comp-
teur/dateurs). Nous illustrons ces écarts exprimés sur des séries de M2 [, ] par la Figure 5.3.
Notons que ces écarts s’expriment également par des calculs de résiduation de la fagon suivante :

Oy(z,7) = infrxo{7|(The)(—7) < 0}
De(z,7) = (28a)(0).

Autrement dit, ces écarts sont des informations contenues dans le compteur Z§x € X..

S A
30 |

25 g—eend

20 4

FIGURE 5.3 — Ecarts entre deux signaux décrits par des séries de M{*[~, d]

Tout d’abord, il faut remarquer que pour n’importe quelle entrée (cf. Annexe B), on a
Vu € e, (hu)y(hu) = hy(uyhu) = hXh.

En terme d’écarts, on obtient donc que pour n’importe quelle entrée wu, 'incertitude sur la

trajectoire de la sortie y n’est pas plus importante que ’écart sur les bornes de 'intervalle de
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comportement [k, h|, c’est-a-dire Yu € X,

(pt (buv E’U,)
D, (ﬁu, E’U,)

(pt(b7 )
O (h,h).

| =

<
<

La question qui découle de cette analyse est : quel est I'impact d’un correcteur sur l'incer-
titude ? En particulier, dans le cas des systémes avec précompensateur P, on peut comparer

I'incertitude sans et avec le correcteur. Pour la méme raison que précédemment, on obtient

VP, @t(Pﬁa PE)

<
VP, ®.(Ph, Ph) <

L’ajout d’un précompensateur conduit nécessairement & diminuer 'incertitude. Le systéme avec
correcteur devient moins incertain que le systéme seul. L’idée a donc été de chercher ’expression
de P en vue de limiter les écarts sur la sortie.

Etant données deux contraintes d’écart notées 79 (dans le domaine temporel) et 1y (dans le
domaine événementiel), le précompensateur P recherché est défini par

P = B{P|®.(Ph, Ph) < v et &,(Ph, Ph) < 7}. (5.1)

Proposition 12 ([Le Corronc et al., 2010a]) La solution du probléeme de contréle (5.1) est
la plus grande solution de l’équation implicite

r =x AR{(y " hx) A R (6™ ha).

Remarque 8 Ce probléme de commande revient a chercher une solution a une équation implicite
pour laquelle il existe une solution optimale et un algorithme (la solution optimale est un point
fixe de Ualgorithme). Il est important de rappeler que la solution optimale peut toutefois étre

x = €. L’algorithme ne converge donc pas nécessairement vers la solution en temps fin.

Exemple 12 Considérons un systéme (décrit par son transfert dans MEX[~,0]) appartenant a

Vintervalle h = [h, h] avec
— 52@7253@7554(7252)*’
— 54 @74(55(’)/151)*.

> =

Sans controleur, nous avons (cf. Figure 5.4) ®;(h,h) =3 et ®.(h,h) = 5.

Si l’on cherche a obtenir le plus grand P tel que
P < h et ®.(Ph, Ph) < 2,
on obtient P = 0'(y'0Y)* ce qui conduit & Ph = 63(y'6Y)* et Ph = &6°(y'0Y)*, c’est-a-dire

®,(Ph, Ph) = ®,(Ph, Ph) = 2.

Remarque 9 L’extension de cette approche au cas multi-entrées multi-sorties est traitée dans
la thése d’Buriell Le Corronc.
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FIGURE 5.4 — Ecarts entre h = 62 ® 720% © v°5%(726%)* et h = §* @ 4265 (y161)*. ®4(h, h) = 3 et
®.(h,h) =5

5.4 Correcteur neutre pour un intervalle de systémes

Dans le contexte des systémes (min,+), on qualifie de neutre un correcteur qui ne modifie
pas la dynamique entrée-sortie du systéme, c’est-a-dire un correcteur qui assure Vv, H(C(v,y)) =
H(v). Le correcteur neutre conserve néanmoins un intérét s’il déclenche les entrées plus tardive-
ment que pour le systéme hors correction, c’est-a-dire si Vv € X, C'(v,y) = v. C’est toujours au
sens du critére du juste-a-temps que I'amélioration est mesurée.

Pour les systémes (min,+) linéaires, le précompensateur neutre optimal s’écrit simplement

P, = HYH.

C’est la plus grande solution x de I'équation Hx = H sur un dioide.

% u —
—| P —»[H,H]—y»

FIGURE 5.5 — Précompensateur neutre pour un intervalle de comportements

Lorsque le systéme (min,+) est incertain, et donc que son transfert est contenu dans un
intervalle H = [H, H], le probléme revient & chercher un correcteur P qui soit neutre pour
toute valeur dans lintervalle : VH € H, HP = H. Autrement dit, malgré U'incertitude sur la
connaissance du transfert du systéme, il s’agit de garantir que le contréleur mis en place ne

dégrade pas la dynamique du systéme.
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Exprimé différemment, on cherche un correcteur P qui vérifie
VH € [H,H|,P < HYH.

Ce probléme est particuliérement pertinent dans la continuité des travaux d’Euriell sur la
réalisation de calculs approchés via des ensembles conteneurs. Les calculs approchés, méme ap-
pliqués a des systémes (min,+) dont on connait une représentation d’état exacte, produisent des
résultats sous la forme d’intervalles. Il est alors pertinent de chercher des correcteurs qui aient
de bonnes propriétés pour n’importe quel transfert contenu dans l'intervalle.

Proposition 13 ([Le Corronc et al., 2009b]) Pour un intervalle H = [H, H], alors

e®HYH = [\ HyH.
HeH

L’application directe de ce résultat indique que pour n’importe quel systéme (min,+) linéaire
dont le transfert appartient a U'intervalle H, alors le précompensateur P = e® HYH est nécessai-
rement neutre. C’est le plus grand correcteur qui soit neutre pour tout systéme dans Uintervalle.
Rappelons néanmoins que ceci n’est valable que sous ’hypothése que le systéme soit effective-
ment (min,+) linéaire, ¢’est-a-dire que l'on puisse le représenter par une relation y = Hu avec

21

H € H. Ceci n’est plus vrai pour un systéme qui serait non linéaire ©* mais dont le comportement

serait encadré par l'intervalle H.

Exemple 13 Considérons un systéme H (décrit par sa série de transfert de M&*[v,d]) appar-
tenant a Uintervalle H = [H, H] avec H = 6% @ v36%(726%)* et H = §* @ v15%(y161)*.

Le plus grand précompensateur neutre pour n’importe quel systéme H € H est P = e HYH =
@05 (y161)*. A titre d’exemple, en prenant H' = 6* @ ~+165©~768(y101)* dans cet intervalle,
le correcteur neutre optimal pour H' est H'SH' = ~° @ ~552(y161)* = P.

5.5 Conclusion

Nous avons principalement rappelé ici les travaux en lien avec des systémes décrits par des
intervalles, ceci afin de souligner la cohérence avec les travaux présentés au Chapitre 3.

Rappelons que nous avons également abordé d’autres problémes de commande. Nous avons
utilisé la résiduation dans [Santos-Mendes et al., 2005] pour obtenir un contréle de type feed-
back de sortie adaptatif. Dans [Lahaye et al., 2004b], nous avons abordé les problémes de syn-
thése de correcteur afin que des contraintes de temps de séjour maximum soient respectées. La
solution s’appuie alors sur la résolution d’équations implicites. Dans [Cottenceau et al., 2006]
[Cottenceau et al., 2008], nous avons abordé 1'étude et le dimensionnement de systémes de ges-
tion de flux de type Kanban. La régulation du flux par le Kanban s’apparente & un contréle par
bouclage (comparable au probléme WFC pour les réseaux). Dans ce travail, les outils de simula-
tion développés avec O. Boutin durant sa thése ont permis de confronter les résultats théoriques a
des simulations sur des systémes dont certains temps opératoires étaient décrits par des variables

21. par exemple, un systéme avec routage périodique tel que traité section 3.3 page 45.
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aléatoires. Enfin, les problémes de synthése de correcteurs (probléme de poursuite de modéle)
ont été adaptes a la classe des GET Valués Equilibrés dans [Cottenceau et al., 2014a|. Puisque la
relation de transfert d'un GET-VE peut étre décrite par une série formelle de &, [d], le contexte
est globalement le méme que pour les GET ordinaires. On peut donc utiliser la théorie de la ré-
siduation pour synthétiser des correcteurs optimaux de type précompensateur ou feedback de

sortie.



Perspectives

Concernant les travaux rappelés dans ce mémoire, certains développements apparaissent en-
visageables & court terme, notamment s’agissant de ’étude des Graphes d’Evénénements Tem-
porisés Valués Equilibrés (GET-VE).

De fagon assez générale, la modélisation des GET sur M$[v,d] et celle des GET-VE sur
Eper[0] sont analogues. La majorité des travaux concernant les GET ordinaires doit donc trouver
une transposition, plus ou moins immeédiate, aux GET-VE.

Pour l'instant, concernant la commande des GET-VE, ont été abordées uniquement les ques-
tions relatives & la synthése de correcteurs. En revanche, le probléme de poursuite de trajectoire 22
n’a pas encore été formulé dans le contexte de la modélisation sur &, [6]. De méme, le probléme
de stabilité 2* mériterait d’étre reconsidéré a I’aide de ces outils, ceci en lien avec l'interprétation
des calculs de résiduation comme outils de mesure des écarts sur des trajectoires.

Les questions algorithmiques relatives au calcul du transfert des GET-VE restent également
un probléme important. En particulier, le calcul de I'étoile de Kleene d’une série ultimement
périodique de £, [0] n’est pas, pour I'instant, satisfaisant. Il reste donc & imaginer des techniques
plus performantes pour pouvoir calculer les séries de transfert des GET-VE. Toutes ces questions
permettraient d’aboutir ?* 4 un outil de calcul comparable 4 la librairie MinMaxGD pour les séries
rationnelles de M [, d].

Enfin, une caractéristique importante des systémes (max,+) linéaires, est qu’il existe une
symétrie entre la représentation (max,+) linéaire, a aide de dateurs, et la représentation (min,+)
linéaire, utilisant des compteurs. Dans cette idée, a la classe des GET-VE doit correspondre une
autre classe de SED, symétrique, ol interviennent des phénomeénes de décalages temporels plus
riches. En effet, les GET-VE décrivent des SED o n’intervient qu’un seul type de décalage
temporel (décrit par 'opérateur §') mais oul interviennent différents opérateurs événementiels
résultant de la combinaison des opérateurs 4", un, et Sp. De facon symétrique, on pourrait donc
envisager une classe de SED ot n’interviendrait qu'un seul type de décalage événementiel 4" mais
oil les opérateurs temporels seraient exprimés sur la base des opérateurs ¢', w, et p, introduits
dans la Remarque 2 page 37. Cette classe de systémes serait en quelque sorte celle qu’a considérée
Xavier David-Henriet dans sa thése. Ce qui serait différent néanmoins, c¢’est la description de SED
a Paide des opérateurs élémentaires 4", §', @, et p;.

22. consistant & calculer I’entrée optimale pour atteindre une trajectoire de sortie

23. qui équivaut a la bornitude pour les RAP

24. une version, certes peu efficace, est déja disponible pour manipuler des expressions rationnelles équilibrées
de &[]
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Pour aller méme plus loin, la question qui suit concerne la possibilité de manipuler des séries
rationnelles décrites sur la base des opérateurs ¥, 8%, fim, Ps, wp et pr. Peut-on aboutir a des
outils de calcul 7 Peut-on exprimer des représentations canoniques sur des expressions avec tous

ces opérateurs?



Annexe A

Modélisation d’un systéme de
convoyage

A.1 Introduction

FiGuRrE A.1 — Systéme de convoyage automatisé

L’'ISTIA (école d’ingénieurs de l'université d’Angers) dispose d’un systéme de convoyage
automatisé. Cet équipement est utilisé par les étudiants pour leur formation & la programmation
d’automatismes industriels et & 'utilisation de réseaux industriels. Cet équipement automatise le
convoyage de piéces au sein d’une unité de fabrication. Des produits sont chargés par un robot sur
des palettes puis acheminés vers des postes de travail (deux épis) ot une opération est réalisée.
Ensuite les produits sont transportés depuis les postes de travail vers un point de déchargement.
Une photo du systéme est donnée dans la figure A.1 et un schéma du systéme (vu du dessus) est
également donné par la figure A.2.

L’étude de ce systéme a servi de fil conducteur pour les travaux de thése d’Olivier Bou-
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tin [Boutin, 2009]. L’objectif était initialement de pouvoir modéliser, simuler et commander ce
systéme & ’aide de la théorie (max,+). En raison des routages et des partages de ressources (croi-
sements), nous avons cherché une approximation de la dynamique entrée-sortie de ce systéme
par un intervalle de comportements. Les résultats de modélisation donnés au Chap.3 peuvent

étre appliqués sur cet exemple.

[

! l ¢ 1

D B2 7] c1o
: k H” ol @gelﬂ
| re ; C

Y
Cl16 r

M
Iy V) il
AIGT <1 AIG6 < { AIGS 9
Il ml T

At fran1-)
B0 HTHCUISCUTIUITT

S~
S AN

M8

ﬁ — 1 i g — e — —
|

Iu\B L1 J_L o
|

o ||[intersection 1
(@ putEES 2
O caprEURS ml I
[ LECTURE 1 A | s
[ ECRITURE :H: El i
: —
“" ‘ - . #: |
[ a3 e

F1GURE A.2 — Description du systéme de convoyage

A.2 Description

Donnons tout d’abord une description compléte du comportement de ce systéme automatisé.
En se référant aux notations du schéma donné figure A.2, le systéme permet d’acheminer des
produits du point A (chargement sur une palette), vers le point I (déchargement). Les opérations
de chargement/déchargement sont robotisées mais ne sont pas prises en compte dans le modéle.
Les durées mentionnées (exprimées en secondes) ci-aprés sont le résultat de mesures sur le systéme
réel. Les produits sont acheminés depuis 'entrée vers la sortie avec le cheminement suivant.

— A — B : convoyage des palettes. Ce convoyeur met 8 secondes pour acheminer les palettes.
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F1GURE A.3 — RAP du systéme de convoyage

Au plus 8 palettes peuvent étre stockées sur ce convoyeur.

— B — C : les palettes sont acheminées de B vers C. Pour cette section, les palettes em-
pruntent d’abord une intersection (gérée en exclusion mutuelle) notée I; et sont ensuite
aiguillées vers le point C'. L’intersection I; est une zone ot les palettes allant de B vers
C croisent le chemin des palettes allant de H vers I. Cette intersection est modélisée ici
comme une ressource partagée. Les palettes mettent 6 secondes pour traverser 'intersec-
tion dans le sens B — C et 7 secondes dans le sens H — [I. Ensuite, les palettes mettent
2 4 13 secondes pour atteindre le point C.

- C—=>D—GouC — F — G :depuis le point C, les palettes sont envoyées alternativement
vers le premier ou le second poste de travail (les épis). Dans chaque poste de travail, la
palette est immobilisée 30 secondes afin de pouvoir réaliser 'opération. Il s’agit des points
D et F sur le schéma. En C, il y a un routage périodique 1|1 vers les postes de travail de
facon & alimenter les deux postes de facon équilibrée. Les palettes suivent soit le chemin
C - D — FE — G, soit le chemin C — E — F — @G, ceci alternativement. Deux
intersections notées Is et I3 sont contrélées. En s, les palettes sortant du poste de travail
D croisent le chemin des palettes allant vers le poste de travail F'. De méme, les palettes
sortant du poste de travail F' croisent le chemin des palettes sortant du poste de travail
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D en I3. Les intersections Io et I3 seront décrites par des ressources partagées. Les temps
de transport des différentes sous-sections seront reportés sur le modeéle réseau de Petri du
systéme global. Par programmation, le nombre de palettes entre C' et G est limité a 8.

— (G — H : toutes les palettes empruntent cette section, le transport dure 9 secondes.

— H — 1 : les palettes croisent l'intersection I; pour étre envoyées vers I. Le temps de

transport entre H et I est de 7+ 2 + 8.

L’ensemble de ce comportement est décrit par un réseau de Petri décrit figure A.3. Les
intersections sont des ressources partagées (utilisation exclusive) entre deux chemins. Les places
de conflit et les arcs associés sont en pointillés sur la figure. Par ailleurs, au point C', les palettes
peuvent étre affectées & 'un des deux épis. Le comportement modélisé comporte donc un routage
alternatif 1|1.

A.3 Approximation du comportement

En s’appuyant sur les résultats rappelés au Chap.3, les intersections peuvent étre approchées
par des modeéles intervalles ou certaines temporisations sont décrites par des intervalles. A titre
d’exemple, en appliquant la politique d’affectation de la ressource décrite an Chap.3, le modéle
de l'intersection I est approché par un GET décrit par la figure A.4. Aprés cette transformation,
il n’y a plus de couplage entre les chemins B — C' et H — I, en revanche certaines durées sont
variables. Le modéle approché est donc un GET avec des temporisations dans un intervalle.

[0,6]
-0
i (

O,

[0,6]

FicUurE A.4 — Approximation de l'intersection I; du systéme de convoyage.

Pour les intersections Is et I3, on peut également approcher le RAP initial par des GET avec
des temporisations dans un intervalle. La figure A.5 illustre cette transformation de modéle.

A ce stade, les composantes du RAP obtenu sont principalement des GET (cf. figure A.6).
Entre A et C, le comportement du systéme est décrit par un GET (avec des intervalles de temps),
de méme qu’entre G et I. Enfin, le comportement entre C et G est décrit par le fonctionnement
en paralléle (avec un routage 1|1) de deux GET avec des temporisations dans un intervalle.

Cette approximation du systéme initial peut dés lors étre décrite par des transferts dans des in-
tervalles de I (M [, 0]), soit C = H1 A, G = (Hz|H3)1);(C) and I = HyG avec Hy, Hp, H3, Hy €
(M [, 5]).
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F1cURE A.5 — Les intersections 2 et 3 du systéme de convoyage

A.4 Conclusion

L’approximation du comportement du systéme de convoyage automatisé par des intervalles
permet d’appliquer les résultats de commande obtenus par M. Lhommeau [Lhommeau et al., 2004].

Une mise en oeuvre réelle d’'un correcteur (max,+) linéaire a méme été réalisée dans le cadre
d’un projet étudiant de Master. La dynamique d’un précompensateur permettait de limiter le
nombre de palettes dans le systéme sans dégrader le débit du systéme.
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FIGURE A.6 — Systéme de convoyage approché par des GET & temporisations dans des intervalles



Annexe B

Algébre des dioides

Toutes les structures algébriques utilisées pour les différentes représentations (équations récur-
rentes, convolutions, opérateurs) du comportement des Graphes d’Evénement Temporisés ont en
commun d’étre des semi-anneaux idempotents, aussi appelés dioides dans la littérature. Nous rap-
pelons ici quelques résultats clés concernant ces structures algébriques. Un élément important est
qu’il s’agit également d’ensembles ordonnés avec des structures de treillis ou de treillis complet.
Les références principales pour tous ces résultats sont [Cohen et al., 1989b] [Baccelli et al., 1992]
|Gaubert, 1992] [Cohen et al., 1998a] [Heidergott et al., 2006] [Blyth and Janowitz, 1972].

B.0.1 Semi-anneaux idempotents

Définition 20 (Dioide [Baccelli et al., 1992]) Un dioide (ou semi-anneau idempotent) est
un ensemble D muni de deuz opérations notées @ et ® telles que la somme est commutative,
associative et posséde un élément neutre noté €, le produit est associatif, distributif sur la somme
et posséde un élément neutre noté e, l’élément € est absorbant pour le produit et enfin, la somme

est idempotente : VYa € D,a® a = a.

Sur un dioide (D, @, ®), la loi @ permet de définir une relation d’ordre canonique
a=<b << adb=">b

qui confére a un dioide une structure ordonnée. Un dioide (D, @, ®) est dit complet si pour tout
sous-ensemble de A € D, la somme @, 4 = est définie et appartient & D et si le produit distribue
sur les sommes infinies.

Théoréme 2 ([Baccelli et al., 1992]) Un dioide complet (D,®,®) est également un treillis
complet (D, ®, N). L'opération A est alors définie par a Nb = P{z|r < a et x <X b}.

Exemple 14 (Dioides complets Zazy Zmin) L'ensemble Z = 7. U {—o0, 400} muni du min
et du + est un dioide complet noté Znin. L’ensemble Z muni du max et du + est un dioide complet
n0té Zmaz. Ces deuz dioides sont aussi désignés sous le nom d’algebres (min,+) et (maz,+) dans

la littérature.
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Partant d’un dioide scalaire (D, @, ®), on peut définir les opérations sur des matrices

(A® B);j = Aij ® Bij (C®D)ij =P Cix ® Dy
k

de sorte que ’ensemble des matrices muni de ces opérations a une structure de dioide.

Définition 21 (Intervalle) Un intervalle fermé dans un dioide D, noté x = [z, T| avec z < T,
est 'ensemble défini par
x={z€D|zr=zxetx T}

Théoréme 3 (Dioide d’intervalles I(D) [Lhommeau et al., 2004] [Hardouin et al., 2009a])

Soit D un dioide. L’ensemble des intervalles fermés de D muni des opérations suivantes

xPy =[zBy,TOY] et xRy = [z20y, TR
est un dioide noté I(D).

Théoréme 4 (Dioide quotient [Baccelli et al., 1992]) Considérant un dioide (D,®,®) el
une relation d’équivalence R compatible avec l'ordre de D, alors l'ensemble des classes d’équiva-

lence de D a une structure de dioide pour les opérations suivantes
[a]R ©® [b]R = [(1 ©® b]R [a]R & [b]R = [a & b]R

Théoréme 5 (Dioide de séries formelles [Baccelli et al., 1992]) L ’ensemble des séries for-
melles d’une variable z & exposants dans Z et coefficients dans un dioide complet D est un dioide
complet noté D[z] pour les opérations définies ci-aprés : s1 = P s1(n)z",s2 = P sa(n)z" €
D[],
51 D s2
51 & s2

D.cz, (51(n) @ s2(n)) 2"
DBrcz (DB, symn 51(11) @ 52(12)) 2™

Exemple 15 (MZ7]v,d] [Cohen et al., 1989b|) La modélisation des GET par des opérateurs

de décalages ¥ et 6° s’appuie sur un dioide de séries formelles. On peut définir tout d’abord un

L
L

dioide de séries formelles en deuz variables v et § 4 coefficients booléens. Cette structure est notée
B[y, d]. Ensuite, le caractére monotone des fonctions compteurs et dateurs induit l’équivalence

suivante
sa=sp <= (VO )sa=( @5 sy

Le dioide B[~, 0] quotienté par cette équivalence est noté M&r [y, d].

B.0.2 Reésolution d’équations

Dans un dioide, I’équation ax = b n’admet pas nécessairement de solution. En revanche, sous
I’hypotheése que le dioide est complet, I’équation ax < b admet toujours une plus grande solution.
La théorie qui traite les conditions sous lesquelles f(z) < b admet une solution optimale est
appelée théorie de la résiduation [Blyth and Janowitz, 1972]. Les références [Baccelli et al., 1992],
[Cohen, 1998| et [Gaubert, 1992] fournissent une présentation détaillée.
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Définition 22 (Résiduation) Une application f : D — D définie sur un dioide complet est
dite résiduable si pour tout x € D, f(x) < b admet une plus grande solution notée f(b) =

D.{z € D|f(x) 2 b}

Théoréme 6 ( [Cohen et al., 1989b]) Les applications L, : D — D,z — a®z et Ry : D —
D,x — = ® a sont résiduables. On utilise usuellement les notation suivantes Lg(m’) = ayz et

Ri(z) = afa.

Un formulaire issu de [Baccelli et al., 1992] contenant des identités impliquant la résiduation du
produit (& gauche et a droite) est rappelé a la fin de cette annexe.
La résolution d’équations implicites du type x = f(x) bénéficie également de résultats appli-

cables au cadre des semi-anneaux idempotents.

Définition 23 (Points fixes d’applications isotones) Soit f une application isotone (v =<
y = f(z) = f(y)) définie sur un dioide complet D. L’ensemble des points fizes est défini comme

suit :
Fr = {xeD] f(z) =x}.

Théoréme 7 ([Tarski, 1955]). Soit f une application isotone définie sur un dioide complet D.
L’ensemble Fy est un treillis complet non-vide. Ainsi, f admet un plus petit et un plus grand
point fize.

Théoréme 8 ([Baccelli et al., 1992, Th. 4.70]). Soit f une application vérifiant f(P,z;) =
D, f(z;) et définie sur un dioide complet D. Le plus petit point fixe de f noté § est donné par :

— @) =P rie.

>0

¢

avec fTr = fo fi et fO =Idp.
Soit g une application vérifiant g(\; z:) = \; 9(x:) et définie sur un dioide complet D. Le
plus grand point fire de g noté 4 est donné par :

— £.(T) = A\ F(T).

1>0

<<

Définition 24 (Etoile de Kleene) Sur un dioide complet D, l’étoile de Kleene est définie par :
Va € D,

“+o00
a* £ @al avec ' =a®ad et a®=e.
=0

Théoréme 9 L’équation implicite © = ax ® b définie sur un dioide complet admet x = a*b
comme plus petite solutton

Preuve : On applique le théoréme 8 avec f(x) = ax @ b. O
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B.1 Formulaire sur la résiduation

Annexe B. Algébre des dioides

Le formulaire ci-dessous donne un ensemble d’identités impliquant les applications résiduées

Lg et Ri. Toutes ces identités proviennent de [Baccelli et al., 1992].

Soit un dioide complet D et a,b,xz,y € D :

ENPN

x (z¢a)a
x (za)da
azr ((za)fa)a
doe ((sfa)a)da
ayz Aaky  (zAy)fa
ayz Abyb  zf(adDb)
B (ak) 24 (ba)

ENPN

xda
zfa N yda
zfa A xfb
(zfa) b

Si b est inversible (c.-a-d. il existe b= € D tel que bb~! = b~1b = ¢) alors

bya =b"1a

P N N e e e N
TwrwEEw
-] O O = W N =
~— N N D
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Abstract Based on the (min,+)-linear system theory, the work developed here takes
the set membership approach as a starting point in order to obtain a container
for ultimately pseudo-periodic functions representative of Discrete Event Dynamic
Systems. Such a container, by approximating the exact system, ensures to entirely
include it in a guaranteed way. To reach that point, the container introduced in this
paper is given as an interval, the bounds of which are a convex function for the upper
approximation and a concave function for the lower approximation. Thanks to the
characteristics of the bounds, the aim is both to reduce data storage (that can be very
high when exact functions are handled) and to reduce the algorithm complexity of
the operations of sum, inf-convolution and subadditive closure. These operations are
integrated into inclusion functions, the algorithms of which are of linear or quasi-
linear complexity.

Keywords (Max,+) algebra - Discrete Event Dynamic Systems -
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1 Introduction

The theory of (max,+) algebra deals with the study of Discrete Event Dynamic
Systems (DEDS) characterized by delay and synchronization phenomena, through
the particular algebraic structure called idempotent semiring or dioid (Baccelli et al.
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1992). The areas of application of this theory are various. We can cite the production
systems (Cottenceau et al. 2001), communication networks (Le Boudec and Thiran
2001; Chang 2000) and the transportation systems (Heidergott et al. 2006). More
precisely, some control problems have already been solved in the context of pro-
duction systems (Maia et al. 2003) and in the context of communication networks
(Le Corronc et al. 2010). We can also recall that the theory of Network Calculus
aims at analyzing and measuring the worst-case performance of a network.

These works on control and performance analysis share the feature that the
underlying model relies on ultimately pseudo-periodic functions (denoted .%, in
this paper). Nowadays, some tools enable these kinds of functions to be handled (an
overview for the Network Calculus is given in Boyer (2010)). A non-exhaustive list
includes: the MinMaxGD toolbox (created by the LISA laboratory, see Cottenceau
et al. (2000)), COINC software! and the DISCO toolbox for Network Calculus (see
respectively Bouillard et al. (2009) and Schmitt and Zdarsky (2006)), and the RTC
toolbox for an extension of the Network Calculus called Real-Time Calculus (see
Wandeler and Thiele (2006)). The main operations of the (min,+) algebra such as
the sum and the inf-convolution? are available in MinMaxGD, COINC, DISCO
and RTC, whereas the operation of subadditive closure® is only available with
MinMaxGD and COINC. Moreover, for MinMaxGD and COINC, the algorithms
of these operations are described in Gaubert (1992) and Cottenceau (1999) for the
former, and in Bouillard and Thierry (2008) for the latter. In these toolboxes, the
complexity of sum and inf-convolution operations is linear or quasi-linear, whereas
the one for subadditive closure tends to be polynomial. However, because of the
characteristics of ultimately pseudo-periodic functions, the transient phenomena of
handled functions can be significantly long. In this case, the amount of storage
data overloads and the exact computations are not always possible within a reason-
able time.

It can therefore be helpful to use alternative models with less complex algorithms
and reduced data size. This paper follows this point of view by defining an original
container for ultimately pseudo-periodic functions (see also the thesis of Le Corronc
(2011)). The idea proposed here considers:

e a particular algebraic structure denoted %, 2 built from the Legendre—
Fenchel transform* £ (specially well-suited for convex functions, see Rockafellar
1997; Baccelli et al. 1992; Fidler and Recker 2006),

e associated to the set membership approach (see Jaulin et al. (2001) and Moore
(1979) for a general introduction, Litvinov and Sobolevskit 2001; Lhommeau
et al. 2005; Hardouin et al. 2009 in the semiring context).

More precisely, the upper bound of the container is the greatest element of the
equivalence class modulo . of the approximated function: it is a convex function.
Similarly, the lower bound of the container is a concave function that will contract
this equivalence class since the approximated function necessarily belongs to the

IName of a research project dealing with COmputational Issues in Network Calculus.
2QOperation used for the concatenation of systems.
3 Also called Kleene star operation and used for systems with closed-loop architecture.

4 Also called the convex conjugate function.
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container. In other words, the container is treated as the intersection between an
interval of functions that contains the exact system, and the equivalence class of
the approximated system modulo the Legendre-Fenchel transform. Thanks to the
convex characteristics of the bounds of the container, their data representations only
need small storage capacity.

Obviously, the downside is that such approximations provide results that are
not exact. But the computations made for the proposed container guarantee to
include the exact result as it is proposed in the set membership approach. Indeed,
the operations of sum, inf-convolution and subadditive closure are integrated into
inclusion functions that can be obtained by efficient algorithms thanks again to
their convex characteristics. For instance, some existing results given in Le Boudec
and Thiran (2001) and Schmitt and Zdarsky (2006), and leading to algorithms of
linear complexity will be applied to the inclusion function of the inf-convolution.
For the sum, since this operation is a minimum in (min,+) algebra, we will see that
the complexity of its inclusion function is linear too. Finally, this paper develops
new results by choosing a specific shape for the container, allowing us to deal
with subadditive closure in an efficient way. Indeed, by applying factorization and
simplification, the complexity of the inclusion function of the subadditive closure
becomes quasi-linear.

The presentation of our approach is organized as follows: Firstly, Section 2
reminds us of the useful basis of (min,+)-linear systems. More precisely, some
elements required for the study such as the idempotent semiring theory and the
problem of transfer matrix computation will be introduced. Then, in Section 3, all the
elements used to build the containers for these systems are presented with a canon-
ical representation. Section 4 provides inclusion functions for sum, inf-convolution
and subadditive closure operations, and outlines the underlying algorithms that
handle them. Finally, in Section 5, some tests are provided in order to evaluate the
toolbox called ContainerMinMaxGD?, and to compare approximated computations
to exact ones.

2 (Min,+)-linear systems
2.1 Reminder

We denote by Z,;, the set of integers with a min as & operator and the classical sum
as ® operator. On Z,, the linear modeling of (min,+)-linear systems can be done
through counter functions. More precisely, for an event labeled x, the function x(7)
defined from Z to Zm, gives the cumulative number of events x that have occurred
until time ¢. Therefore, this work considers systems described by the following
state representation where u(t), x(t) and y(¢) are vectors of counter functions that
respectively represent input events (events for which it is possible to control the
occurrence), internal and output events:

{x(t)=A®x(t— 1) ® BQu(),

y(@) = C® x(1). 1)

>Created with the container and the algorithms described in this paper.
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Moreover, as in the classical linear system theory, an input-output description of a
(min,+)-linear system also exists. Indeed, by considering counter functions as event
trajectories®, the output y of a Single-Input Single-Output (SISO) system can be
expressed as a convolution of the input u by a particular trajectory h called a transfer
function. As in the classical theory, the transfer function of a system corresponds
to the output due to a specific input that plays the role of “impulse”. The transfer
function can therefore be seen as the impulse response of a (min,+) system.

This kind of input-output behavior can also be handled through formal series
where two operators of time-shift, denoted &, and event-shift, denoted y, are
involved, and so the convolution is transformed into a formal series product. An
example of this structure is idempotent semiring called .Z2*[y, 8] (see Cohen et al.
(1989b) and Baccelli et al. (1992, Section 5.4.2)). In this framework, one of the most
important features is that the behavior of (min,+)-linear systems can be handled
thanks to finite and canonical representations that have periodic properties. Hence,
the transfer series of such a system is an ultimately pseudo-periodic series that has a
canonical representation.

In the literature, the state representation as well as the input-output model are
well suited to describe the behavior of Timed Event Graphs’ (TEG) with the “as
soon as possible” firing rule as can be seen in Cottenceau et al. (2001). These models
are also interesting to describe the behavior of some datagrams through a network
as shown in Chang (2000) and Le Boudec and Thiran (2001).

Some useful software tools are available to handle such representations. The
MinMaxGD toolbox computes the classical operations on periodic series of
MMy, 8]. Also, the COINC software handles some piecewise affine pseudo-
periodic functions with operations of min, max, (min,+)-convolution and subadditive
closure.

2.2 Idempotent semiring theory

All the models introduced previously share some common algebraic features. In
each case, the underlying algebraic structure is an idempotent semiring for which
some reminders are given here (for more details, see Baccelli et al. 1992, Chapter 4;
Gaubert 1992; Heidergott et al. 2006).

Definition 1 (Idempotent semiring) An idempotent semiring &, also called dioid, is
a set endowed with two inner operations denoted & and ®. The sum @ is associative,
commutative, idempotent (i.e. Va € Z,a @ a = a) and admits a neutral element
denoted ¢. The product® ® is associative, distributes over the sum and allows e to
be a neutral element.

When ® is commutative (i.e. Va,b € Z,a ® b = b ® a), the idempotent semiring
2 is said to be commutative. In this case, an idempotent semiring is said to be

®Which can be seen as “signals” for DEDS.

"Subclass of Timed Petri Nets in which each place has exactly one upstream and one downstream
transition.

8 As in the usual algebra, operator ® can be omitted: ab =a ® b.
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complete if it is closed for infinite sums and if the product distributes over infinite
sums too. In this case, the greatest element of ¥ is denoted T (for Top) and
represents the sum of all its elements (T = @, x).

Furthermore, due to the idempotency of addition, a canonical order relation can
be associated with & by the following equivalences: Va,b € Z,a b < a=a® b
and b = a A b. Because of the lattice properties of a complete idempotent semiring,
a @ b is the least upper bound of & whereas a A b is its greatest lower bound.

Example 1 (Idempotent semirings Zy.x and R, ) The set Zyx = (Z U {—o0, +00})
endowed with the max operator as sum @ and the addition as product ® is a complete
idempotent semiring where ¢ = —00,e = 0and T = +00. On Z,,, the greatest lower
bound A becomes the min operator. By similarity, the set R,.x = (R U {—o00, +00}) is
a complete idempotent semiring with the same characteristics.

Example 2 (Idempotent semirings Z,, and Ry,) The set Zy, = (Z U {—o0, +00})
endowed with the min operator as sum @ and the addition as product ® is a complete
idempotent semiring where ¢ = +00,e¢ = 0and T = —o0. On Z,, the greatest lower
bound A becomes the max operator. By similarity, the set R, = (R U {—o00, +00}) is
a complete idempotent semiring with the same characteristics.

Remark I 1t is important to note that because of operator @, the canonical order
relation = on Z,, and R, corresponds to the reverse of the natural order <:

325 & 3=3®5=min(3,5) <& 3<5.

Theorem 1 (Baccelli et al. 1992, Theorem 4.75) The implicit equation x = ax @& b
defined on a complete idempotent semiring & admits x = a*b as the lowest solution:

Yaec D, a = @al where a*'=da and da°=e.

=0

This operator is called subadditive closure or Kleene star operator’.

Numerous properties are associated with operator *. For instance, they are
proposed in Gaubert (1992) and Cottenceau (1999) for the (max,+) algebra and more
generally in Conway (1971) and Krob (1990) for the theory of rational identities.
Those used in this paper are given below.

Property 1 1f & is a commutative, complete idempotent semiring, then Va, b € Z:

(ab*)* =e®alad b)*, (2)

(a®b) =ab™. (3)

9This designation is different according to the context of use: Network Calculus or TEG.
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Definition 2 (Homomorphism) A mapping IT from an idempotent semiring & into
another one % is a homomorphism if Va, b € Z:

[Ma®db) =I(a) ®T1(b) and TIl(e) = ¢,
Ma®b)=TI(a)  T1(b) and Tl(e) =e.
Definition 3 (Congruence) In an idempotent semiring &, a congruence is an equiv-

alence relation denoted = that is compatible with operations & and ®, that is
Ya,b,c e 9:

(b ® o),
b ®c).

(a® o)
(a®c)

a

-

Definition 4 (Equivalence class) Let us consider an idempotent semiring ¥ en-
dowed with a congruence =. The equivalence class of an element a € & is denoted
[a]= and defined by:

[al= £ {x € Z | x = a).

Lemma 1 (Baccelli et al. 1992, Lemma 4.24) The quotient of an idempotent semiring
2 by a congruence = is an idempotent semiring denoted & ,- and endowed with
operations ® and ® defined as follows:

[al- ®[b]= = [a@® D],
[al- ® [Pl £ [a®b]-.

Lemma 2 (Baccelli et al. 1992, Corollary 4.26) If a mapping 11 : & + € is a homo-
morphism, then the relation Z defined below Ya,b € 9 is a congruence:

h

M@=00) < a=b,

and the quotient of ¥ by Zis simply denoted 9 , .

Definition 5 (Projector) A projector p is defined as a mapping from & to ¥ such
that:

p=pop.
2.3 Modeling of (min,+)-linear systems

In the rest of this paper, the (min,+) modeling over the set of real numbers is chosen.
Therefore, some counter functions from R to R,;, (see Example 2) must be classified
for the need of our study. Since these functions describe the cumulative number of
events, they are without exception nondecreasing (i.e., Vt; > t, f(t1) > f(t)).

Definition 6 (Elementary function AX) The elementary function denoted A¥ and
illustrated in Fig. 1, is the counter function defined by:

K ift<T,
+00 otherwise.

Aﬁo={

@ Springer



Discrete Event Dyn Syst (2014) 24:15-52 21

Fig.1 An elementar K
; g1 & y AT
unction AT

Definition 7 (Set .%;) A function f € .%. (see Fig. 2a) is a function that can be
defined by an infinite sum (min) of elementary functions AX i.e.:

+00
f=Epar.
i=0

Therefore, f is a piecewise constant function.

Definition 8 (Causality) Let f be a function of .%.. Function f is said to be causal if:

f(@) = f(0) fort <O,
f® =0 fort > 0.

Remark 2 An elementary function AIT< 1s causal if K, T > 0.

Definition 9 (Set .%.,) A function f € %, (see Fig. 2b) is a function of .%. that is in
addition ultimately pseudo-periodic, i.e.:

AT, > 1o, 3K € R

min’

3T € Rt suchthatVe > T,, f(t+T)=K® f(t) = K+ f(),

where f, is the time of the first elementary function AZ‘) of f. Hence #, C Z..

f f

A A

-

. i
— oK

— kel

— —

e h—_—e T
t > t - ! > t
to to Tp

(a) A function f € .Z. (b) An ultimately pseudo-periodic

function f € F¢, C Z

Fig. 2 Examples of piecewise constant functions
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Property 2 (Canonical representation) Each function of .%., has a canonical form
where T, and T are minimums.

Property 3 (Asymptotic slope o) Let f be a function of .7, its asymptotic slope is
defined by the ratioo (f) = K/ T.

According to this classification, trajectories of a (min,+)-linear system are nat-
urally described by counter functions of .%. (i.e. nondecreasing piecewise constant
functions). In this set, considered systems are described by the state Eq. 1 and

recalled here by adding that A € Zﬁ:nn, B e Z’;Tnp and C € Zﬁnﬂ where n, p and g refer

respectively to the state vector size, the input vector size and the output vector size:

x(t) =A@x(t—1) @ Bu(n,
y(t) = CQ® x(1).

For SISO systems (i.e. where p = 1 and g = 1), the development of the recurrent
equations given by Eq. 1 leads to express output y as follows:

y(t) = CBu(t) ® CABu(t—1) @ CA’Bu(t —2) @ ... .,
=P CA™Bu(t - ). (4)

>0
In other words, the output is linked to the input by a convolution as defined below.
Definition 10 (Inf-convolution) Let f(¢) and g(¢) be two counter functions from R

to Rpin. The (min,+)-convolution also called inf-convolution of f by g is the counter
function defined below:

(fxg) )= @{f(f) ®gt—1)} = I?Zig{f(r) + gt —1)}.

>0

Remark 3 The inf-convolution is a commutative operation that distributes over the
sum @. Its neutral element is denoted e and is defined by e = AJ.

Thanks to this convolution product and according to Eq. 4, the input-output
behavior of a (min,+)-linear system can be expressed as follows, where function 4
is called the transfer function:

y(t)=(hxu)(t) and h(r)=CA"B.

By extension to the Multiple-Input Multiple-Output (MIMO) case, this input-output
relation is described by:

Y() = (H=*U),

where matrix H is called the transfer matrix. The inf-convolution of two matrices
D! and F'*/ is defined as follows:

1
(D F);j = @{Dix  Fij}.
k=1
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2.4 Transfer matrix computation

The transfer matrix of a MIMO system can be obtained from the state representation
given by Eq. 1 as explained now. The time shifting between x(¢) and x(¢ — 1) and
the event shifting contained in matrices A, B and C can also be expressed by inf-
convolutions with elementary functions:

x(t—1) = (AY % x) (1),
1 ®@x(t) = (A * x) ().
In other words, if x € .%, describes a trajectory, then:

AY % x = trajectory x shifted by 1 time unit,

A} * x = trajectory x shifted by 1 event unit.

So, by considering the idempotent semiring denoted (%, @, *) of nondecreasing
functions endowed with the min as sum and the inf-convolution as product, a different
expression of Eq. 1 is obtained:

x=AxAxx® B xu,
{ 1 (5)

y=0C %x,

Ajj Bj; Gy . .
where Aj; = Ay, B); = A", C;; = Ay, and x, u and y are vectors of functions in 7.
Thanks to Theorem 1, on the semiring (%, @, ), these equations are solved in order
to lead to:

y=Cx (A xA) % B xu,
and so y = H x u with:
H=Cx(AxA) *B. (6)
Remark 4 (Subadditive closure A’f*) Let AKX, with K, T > 0, be an elementary

function of the semiring (Z., @, ). Its subadditive closure Alf* illustrated Fig. 3,
is a function of .%, such that:

AK" = @ (Alf)i where (Alf)ﬂrl = (Alyg)i x (AF) and (AIT{)O =e.

>0

Fig. 3 Subadditive closure of AK*
an elementary function: 4

*
AIT< € Fep

—
—
B —_
2K - — 1
Kr—e
ko — ‘ ‘ ‘ t
to T 2T 3T
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Moreover (AK) = AiK 5o AK" = e @ AKX @ A2K @ ... . The asymptotic slope of this
subadditive closure is defined by o (AX") = K/ T.1f K, T € N, then o (AX") € Q™.

The next result showing that a (min,+)-linear system has a transfer matrix that
belongs to the sub-semiring (%, ®, *)7*?, is a key result for (min,+)-linear systems.

Theorem 2 (Baccelli et al. 1992, Theorem 5.39) If matrices A € Zzl?nn, BelZ. .l
Ce anixnn of the state representation (Eq. 1) are positive, then H = C' x (A’ x AY)* x B’

given by Eq. 6 is such that Vi, j, H;; is a causal ultimately pseudo-periodic function
of Fep.

and

min

Sketch of proof Firstly, according to the definition of system given in Eq. 5, transfer
matrix H is obtained by doing a finite number of operations {@, *, *} on elementary
functions AX. Moreover, since elementary functions Ay, B, Cj;and AY can be seen
as functions of .7, technical proof consists in verifying that the set .%, is rationally
closed (see for instance Gaubert 1992; Baccelli et al. 1992; Bouillard and Thierry

2008, Propositions 4 and 5). o

Remark 5 1t is important to note that the elementary function denoted A} in the
semiring (F¢p, @, *) is nothing else but the y shift operator of idempotent semiring
My, 8], and AY corresponds to the § shift operator. In the context of .Z2*[y, §]
modeling, the result of Theorem 2 is expressed by a more detailed result: the transfer
matrix of a (min,+)-linear system that is rational (i.e. it can be expressed with a finite
combination of {y, §} and {®, ®, *}) is necessarily periodic and causal.

In conclusion of this section, due to Eq. 6, the computation of the behavior of a
(min,+)-linear system relies on an efficient computation of operations such as sum &,
inf-convolution * and subadditive-closure * of ultimately pseudo-periodic and causal
functions.

3 Container of (min,+)-linear systems
3.1 Objectives

The exact computation of sum, inf-convolution and subadditive closure for ultimately
pseudo-periodic and nondecreasing functions of .%, can be really time and memory
consuming (see for instance Cottenceau et al. 1998-2006; Gaubert 1992; Bouillard
and Thierry 2008). The main objective of this work is to get some efficient algo-
rithms to handle these functions. To achieve this objective, function f € ., is not
represented in an exact way'?, but is approximated by a set, more precisely by an
interval of functions: f=[ f, fl1={fe P, | f< f= [}

The operations between these sets have to be defined in order to contain the
result in a guaranteed way. These operations are inspired from the set membership
approach (Jaulin et al. 2001; Moore 1979) that proposes, for f and g two intervals of

10Which is made in the MinMaxGD toolbox.
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functions, to carry out the computation on all the f and g that respectively belong
tol[ f, fland [ g, g] Formally, the interval operations denoted ¢ € {®, *, *} are
defined by:

fog={(foglfeft=[f, flandgeg=1[g, g1}

In order to obtain efficient algorithms, a simple idea consists in doing the com-
putation to get fo g by handling the bounds of the intervals. But this introduces
pessimism concerning the computations and does not improve the complexity of
the algorithms (we still handle ultimately pseudo-periodic functions). This is why
we headed towards inclusion functions denoted [¢] € {[®], [*], *} that are such that:

flolg D fog.

In other words, the inclusion function [¢] contains in a guaranteed way the result of
f © g, by intrinsically adding pessimism. Hence, the aim is to find inclusion functions
with interesting algorithm complexity and allowing us to obtain intervals that are as
small as possible.

The idea is to introduce containers denoted [ f, f ]« as intervals, the bounds of
which are less memory consuming than functions of .7, and that lead to algorithms
with lower complexity than the ones used in MinMaxGD or in COINC. In this pro-
posed container, the bound f corresponds to the greatest element of the equivalence
class of f modulo the Legendre-Fenchel transform .#. Similarly, the bound f plays

the role of the lower bound of this equivalence class. Finally, the functions f and f
are piecewise affine, ultimately affine, and respectively concave and convex.

It is important to note that in Network Calculus literature, convex and concave
functions are often used in order to efficiently compute performance bounds during
the analysis of a data network. For instance in Fidler and Recker (2006), the authors
use the fact that in the convex analysis (Rockafellar 1997) the inf-convolution of
convex functions corresponds to addition in the Legendre domain (a useful result
for the concatenation of systems). However, they only propose to deal with an upper
bound of the input/output behavior whereas here we offer to deal with a container
enclosing the transfer relation in a guaranteed way. Another difference is that they
make their computations in the Legendre domain while we always stay in the (min,+)
domain and only use the properties of convex functions. Finally, one can find in
Schmitt and Zdarsky (2006) the use of a lower bound for the system in addition to the
classical upper bound. Indeed, this reference considers almost concave functions that
allow them to introduce concave lower bounds of transfer relations and to propose
an efficient computation for the inf-convolution. The definition of the lower bound
for the container proposed here is inspired from this result. Nevertheless, they do not
propose the computation of the subadditive closure as we offer to do here. Moreover,
in the definition of our container, a canonical representation is provided in order to
minimize the pessimism of its lower bound.

This section will be organized as follows. In Section 3.2, the classification of func-
tions is completed by affine functions, since they will be used to frame functions of
Zp. The Legendre-Fenchel transform .’ is defined in Section 3.3 and in Section 3.4,
two operators of approximation are defined to approximate an exact function from
above and from below. Finally, Section 3.4 will introduce the container we developed
as an intersection between the interval of functions [ f, f]and the equivalence class

of f modulo the Legendre-Fenchel transform .Z.
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f A7 g
A 'y A
Q a
el = *
L
/{;f — 1 Fu‘f —
1 > > >
7 T, t 7 t t
(a) A function f € Fa (b) Which can be factorized by the inf-convolution A:f *xg

Fig. 4 An ultimately affine function f € .%#,, and its factorization: f = A';; * g

3.2 Affine and ultimately affine functions

First of all, in order to build the container of functions of L%p, the classification of
functions needs to be completed. Until now, only piecewise constant functions have
been considered. Piecewise affine functions are now necessary. They are still defined
from R to R;,.

Definition 11 (Set.#,,) A function f € .%,, (see Fig. 4a) is a function that is constant
on the interval | — oo, 7], and:

— piecewise affine, i.e. composed of a finite number of intervals on which the
function is affine!’,

— nondecreasing,

— ultimately affine from a time denoted Taf: EITaf > 1rand Jo, B € R such
that V1 > T,,, f(t)=at+ B,

on ]t ¢, +o0l.

Property 4 (Asymptotic slope o) Let f be a function of .%,,, its asymptotic slope is
defined by the one of its ultimately affine parts: o ( f) = «.

Property 5 (Factorization of a function f € .%,,) A function f € .%,, can be seen as
the following inf-convolution illustrated by Fig. 4b:

f= Aff x g,
where k7, 77 and g € .%,, are given such that:

{Kf = lim f(),

d p—i _— J—
T =max{t| f(t) =k}, an gty = f(t—1tp) —«ky,

so g(0) = 0and o(g) = o (f). It means that a function f € .%,, can always be seen as
a function g (with g(0) = 0) shifted by an elementary function A';f . k¢ 1s the event
shift and 7 is the time shift.

HThe affine parts are linked by non-dif ferentiable points.
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Fig. 5 Examples of ultimately f f
affine functions )

K)f — :‘if —
| >t > 1
Tf Taf Tf Taf
(a) A convex function f € (b) A function f € Fyey C Faa
Facx C Faa that is concave on ]y, +oo|

Definition 12 (Set .7 ,.y) A function f € %, (see Fig. 5a) is a function of .%,, that

is in addition convex!Z.

Definition 13 (Set .%,.,) A function f € %, (see Fig. 5b) is a function of .%,, that
is in addition concave!® on ]t s, +o0l.

Remark 6 These kinds of concave functions can also be found in Schmitt and
Zdarsky (2006) under the name almost concave functions or in Lenzini et al. (2006)
where they are called pseudoaffine curves.

Definition 14 (Extremal point) In convex and concave functions, a non-
differentiable point is called an extremal point.

Proposition 1 (Factorization of f € %,.,) A function f € F,., can be factorized as
follows (see Fig. 6):

f=A% «Ty, (7)

where Ty € Faey, T'1(0) =0and o (T'y) = o (f).

Proof According to Property 5, f = A';; x g with g € F,c, and g(0) =0.So g =T'y.
O

The function I'; is the concave part of f shifted in the plane by the elementary
function A';ff . The following theorem about functions denoted I" provides some useful
equalities to deal with operations * and * in the next section.

Theorem 3 (Le Boudec and Thiran 2001, Theorems 3.1.3,3.1.6 and 3.1.9) Let 'y and
[y be two functions of % ay for which T'1(0) = I'2(0) = 0 (see Proposition 1), then:

Cyx =T @1y, (8)

12The epigraph of a convex function is a convex set.

13The hypograph of a concave function is a convex set.
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f A7/ L'y

R cmp—) K m—

= t - t t

Fig. 6 Factorization of a concave function f € Fycy: f = Af; *I'f

withT | @ Ty € F,ev and (T'1 @ T'1)(0) = 0. Moreover:
r,=r7, 9)

that is Ty is closed for the subadditive closure operation.
3.3 Legendre—Fenchel transform

The construction of the container principally relies on the Legendre-Fenchel trans-
form. This transform is well known in convex analysis (Rockafellar 1997), and
already used in Network Calculus literature to efficiently compute performance
bounds (Fidler and Recker 2006) or in the context of formal series of the idempotent
semiring .#Z2*[y, 8] (Cohen et al. 1989a; Burkard and Butkovi¢ 2003). In this paper,
this transform is applied to the set .%, in order to reduce the computation complexity
of operations involving these functions.

Definition 15 (Legendre—Fenchel transform .#’) The Legendre-Fenchel transform
applied to f € Z, is the mapping .Z defined from (F,, @, *) to the idempotent
semiring of convex functions'* denoted (Z,onpex, max, +) by:

L(Hs) = Sups.f — ).

Mapping .Z is a non injective homomorphism from (Fp, @, *) t0 (Zconvex, Max, +),
thatisV f, g € (Fep, @, %):

LF®g) = max(L(f), L(9)),
L(fxg) =2L(NH+ZL(.

Definition 16 (Idempotent semiring .7, Y ) Let us consider the following equiva-
lence relation Vf, g € Zp:

2(Hh=%Lg o fZg

where = is a congruence (see Lemma 2). The quotient of %, by = provides an
idempotent semiring denoted %, 2 (see Lemma 1). An element of ., 2 1s an

149 wvex is the set of convex functions endowed with the pointwise maximum as sum and the
pointwise addition as product.
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equivalence class modulo .Z" denoted [ f] containing all the functions of .7, that
have the same Legendre-Fenchel transform. Operations & and ® of .7, o are
defined below:

[fle ®[gle [f@g],sf,
[flz ®lgly = [f*gle

This idempotent semiring %, 2 will play a central role for the definition of the
convex upper bound of our container. Indeed, the following subsection goes back to
the link between the Legendre-Fenchel transform of a function and its convex hull.

3.4 Operators of approximation

In order to build the container of a function f € .7, two operators of approximation
are defined and will be used during the computation of the inclusion functions. The
former is convex and approximates f from above (according to the < order), and the
latter is concave and approximates f from below. We recall that the order < is not
the natural order of functions but the canonical order on (Zp,, ®, *) (see Section 2.2
and Remark 1), that is in accordance with the literature.

Remark 7 In regard with the notation of Property 5 and in order to help facilitate
the understanding of this and the next section, the first elementary function Ako of a
function f = @Y Al € Fo, (see Definition 9), will be denoted A;/ in the sequel.

3.4.1 Convex approximation

Definition 17 (Convex hull 4,,) Let f be a function of .%.,. The convex hull of
f is denoted %,,(f) (also called the convex approximation in this paper) and is
the smallest convex function greater than f so %,,(f) = f and G,x(f) € Facx (see
Fig. 7a).

Property 6 Mapping 6,, is a projector, i.e. G,x(f) = Gx(€ox(f)) (see Definition 5).
Moreover, the asymptotic slopes of %,,(f) and f are equal: o (%, ( f)) =o(f), and
the extremal points of €, ( f) belong to the function f. In particular A52* = A%/

TGvx(f) Tfe

Fig. 7 Convex approximation f® f(t)
of f € Z¢p and its equivalence
class modulo the f f— =
Legendre-Fenchel s s
transform .% —/Cu(f) —/~Cu(f)

K,f — t I{f — t

Tf Tf
(a) Convex approximation (b) Equivalence class [ f ] &

%X (f) € yacx
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Lemma 3 (Baccelli et al. 1992, Theorem 3.38) Let 6, (f) and 6,.(g) be the convex
hulls of f and g € Fp. Functions f and g have the same Legendre—Fenchel transform
if, and only if, they have the same convex hull:

L(H=2@ & CxH=%08 < I[flz=I[8le.

Property 7 Functions that have the same extremal points and the same asymptotic
slope as f belong to the equivalent class [ f ]« as illustrated in Fig. 7b by the gray
zone.

According to Lemma 3, it is then possible to determine the equivalence modulo
the Legendre—Fenchel transform .# by using the convex hull. As a consequence, the
computations modulo the transform . are equivalent to the computations modulo
the convex hull. Formally, we have V f, g € Zp:

[flz@lgle =1f@gly <  Cu(Gu(f)®Cu(@) =% (f®g, (10)
[Ty =1/l & Cox(Cox(f)*) = G (f7). (12)

Theorem 4 (Baccelli et al. 1992, Theorem 6.19) Let f be a function of %, and
[ fle be its equivalence class in the idempotent semiring Fp . (see Definition 16).
Function €, (f) € Facx is the greatest representative of [ fl., i.e.:

[Cx() ]z =[fle and Vgelfle, &= Cu(f).

Hence, thanks to Theorem 4, we obtain a method to perform computations on the
idempotent semiring %, > €ven if in practice the Legendre-Fenchel transform .
of a function f € %, will never be explicitly computed. Indeed, each equivalence
class of %, , ., has a canonical representative that is the convex hull of the functions
of the class. Therefore, if we make the computations modulo the convex hull, we
carry out the computations in the quotient dioid ., g We simplify the results and
we still conserve their equivalence class modulo .Z.

3.4.2 Concave approximation

First of all, let us recall that a function f € ﬁcp is constant on | — oo, 7] (see Remark
7) and then nondecreasing piecewise constant on |z s, +-00[. Its concave hull denoted
conc(f),1.e. the greatest concave function lower than f (according to the order <), is
necessarily the function ¢ : t = +o00. Hence, this concave hull is not useful to provide
a lower approximation of f.

However, a lower bound of f can be defined as a function of .%,., that is constant
on | — oo, 7] and concave on |77, +oo[. This projection in .%,, is called a concave
approximation and corresponds to that defined as an almost concave function in
Schmitt and Zdarsky (2006).
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Definition 18 (Concave approximation é,,) Let f be a function of .%,. The concave
approximation of f illustrated Fig. 8 is denoted %, ( f) and defined by:

Al fo fort < 7y,
T (N = {conc(f)(t) fort > 1y,

where Tf = max{f | f(t) = f(—OO)} So Cgcv(f) < fand Cgcv(f) € gacv-

Property 8 Mapping %, is a projector, ie. %u(f)=%e(Gu(f)). Moreover,
o (Cer(f)) =0 (f) and Az = A7)

TGev(f) Tfe

Remark 8 It must be noted that this concave approximation %, is not symmetrical
with the convex one %,,. More precisely, the equivalences of Egs. 10-12 are not
verified. However, ., is an isotone mapping so the following properties are satisfied.
Let f and g be two functions of .Z,:

Gl ) ®Co(g) < [ D g,
{%(f) ST S (D% < fra,
(gcv(g) < g (gcv(f)* # f*’

and

Cev(Ceo(f) @ Cer(9) < Coo(f D B),
Cev(Ceo(f) % Cer(8) < Coo(f % 8),
Cer(Cer () S Ceo (7).

3.5 Definition of the container

The objective of this section is to build an approximation of ultimately pseudo-
periodic functions of .7, such that the computations on the approximated function
are more efficient than on the original ones. In order to do this, the container defined
below is an interval of functions associated with an equivalence class modulo .Z.

Definition 19 (Set F of containers) The set of containers considered in the sequel is
the set denoted F and defined by:

FE{[f, fleg| fe€ T, [ € Facx, o(f)=0(f)},

Fig. 8 Concave approximation f(t)
OffE ycp: %cv(f) € yacv A
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Fig.9 Role of the lower 0 -
bound Q  during the f i b N 7
construction of a container ‘ f /
f:[f,f]gEF 1 B
"0::_/? 0’.‘ 0”” T
0“ :‘ o” “/f
kz 7‘ '.' ..00
ks — :
ki ) v——" w'
> t ——*
to t1 to > 1
(a) Lower bound Q7 of the (b) Smallest element f & Q5 of
equivalent class [ f ] & the container

with [ f, f ] the subset defined as follows:

[f, fleZ1f. F101fle.
={fIfxff. [fle=I[flzh.

So, a container of F is a subset of an interval [ f, f ], the bounds f and f of which
are respectively concave® and convex. The elements of [ f, f ]« are equivalent
to f modulo the Legendre-Fenchel transform .. This means that Vf e[ f, f ],
f = G (f) (with €, the convex approximation given in Definition 17).

3.5.1 Canonical representation of a container of F

Among the containers of set F, we propose to define a canonical one. Its definition
is based on a lower bound of the equivalence class [ f ] . Hence we first introduce
this lower bound.

Definition 20 (Lower bound Q2 f) Let [ f ].» be an equivalence class of the semiring
Fep yy and f € %, be its greatest element, that is f = %,.(f) (see Theorem 4).
Function Q2 ;€ Z. defined below is a lower bound of [ f ]¢:

n
Q, 2P Ay and V>, Q (1) = +oo, (13)
i=0

where pairs (¢, k;) are the coordinates of the n extremal points of f. Therefore:

Vfelf. fle. f=SQ, and AP =A;l

This lower bound is illustrated in Fig. 9a in which the gray zone represents the
equivalentclass [ f ] .

150n Ty, +ool.
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Remark 9 Even if function Q2 7 is a lower bound of [ f ], it must be noted that

it does not have the same asymptotic slope than f, indeed according to Eq. 13 the
asymptotic slope of €2 , is infinite. Therefore Q , does not belong to equivalence class

[ f 1 (see Property 7 and Theorem 4).

This lower bound f leads to the following implication: if f €[ f, f ], then
f = f @K ;. Therefore, as it is illustrated in Fig. 9b, f @& Q , is the smallest element

of the container [ f, f ]g, andinterval [ f@® Q,, f ] (the gray zone in Fig. 9b)
contains the function f. Consequently, according to Definition 19, a same container
of F can be represented by different intervals, as long as f B, = f2 ® Q. In
other words, one can have (see Fig. 10):

[f,. F1#0Lf,. f1 while [ fle=0f,. fle.

In order to avoid such ambiguities, a canonical representation for these containers is
defined by doing the concave approximation of f & € ;.

Definition 21 (Canonical representation of a container) The canonical representa-
tion of a containerf =[ f, f ] € Fis written as follows:

[Cgcv(f@gf)’ f]g:[f/a f],%,
with A;, = A7/,
Fig. 10, this canonical representation is given by the container [ f3 , [ le since

f3:<€cv(fl@9f):%cv(f2@9f)-

and %, the concave approximation given in Definition 18. In

Remark 10 This canonical representation will also be the one chosen for the soft-
ware representation. Indeed, in addition to offering the advantage of representing
unambiguously a container of F, it also allows useless points of f to be removed. In
the example of Fig. 10, the points of f ] and f2 located below f3 can so be removed

in order to keep only the canonical representation [ f3 , fle.

Fig. 10 Canonical
representation [ f., f ] of
the identical containers

[f,. flzand(f,. fle
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Fig. 11 Maximal uncertainty f f
Y= { Dinax » Bmax } ofa
container f € F

>

o~

T, T,, Ta

R f
> f(Taf) and  (b) Case f(T,,) < f(Taf) and
max{7T, 0 Ta7} :7Ta7

T
(a) Case f(Ty,
max{Taf,TaT} =

3.5.2 Maximal uncertainty of a container of F

Thanks to the canonical form of a container,f =[ f, f ]« € F for which A:; = A’;;
and o (f) = o (f) (see Definitions 21 and 19), the maximal distances in time and event

domains between f and f are finite and the loss of precision due to approximations
is bounded. This uncertainty is defined below.

Definition 22 (Maximal uncertainty ¥¢ of a container f) Let f=[ f, f ] be a
container of F. Its maximal uncertainty denoted X¢ is defined as follows:

X = { Dmax s Bmax },

where D, and By« (see Fig. 11) are respectively called the delay and the backlog
of the container'. The former element of ¢ corresponds to the maximal distance
between f and f in the time domain:

A _ Taf lf f(Taf) > f(Taf),
Dyax = g;g{t | f(to) < fto+ 1)} where 1 = { T,  otherwise.

The latter element corresponds to the maximal distance between f and f in the event
domain:

Buax = flto) = f(to) where 1o =max{T,,, Ty }.

These computations, according to Bouillard et al. (2007, Lemmas 3 et 4), are quite
simple because of the convex characteristics of functions f and f. Indeed, since the

bounds f and f are ultimately affine from 7, and T, (see Definition 11), and with
identical asymptotic slope, it is enough to know where are their last points before
their ultimately affine parts i.e. (7, +» f(Tq,)) and (Taf, f( Taf)), and to compare the
obtained coordinates. So, the maximal uncertainty ¥¢ can be computed from these
points as illustrated in Fig. 11.

16These designations come from the Network Calculus.
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4 Operations between containers: inclusion functions

In this section, we consider operations between the containers of F (see Definition
19). These operations between two elements f and g € F are monotonic, nondecreas-
ing operations ¢ € {@®, %, *}, and are defined in Section 3.1 by:

[fog, fogl

Unfortunately, F is not closed for these operations. Hence, we will use inclusion
functions that are internals to F, as in the set membership approach (Moore 1979;
Jaulin et al. 2001).

Definition 23 (Inclusion functions of operators {®, *, *}) Letf=[ f, flyandg =
[ g, g 1« be two containers belonging to F and ¢ € {®, %, *} be a set of operations.
Inclusion functions of these operators for containers of F denoted:

flolg D fog,

14
flo]g € F. (14)

[o] € {[®], [¥], ™'} are such that {

In order to ensure condition f[¢]g € F and in particular for functions [¢] and [+
the set f © g will be upper and lower rounded by the convex and concave approxima-
tions %,, and %,,. These approximations are interesting since they lead to operations
having a linear or quasi-linear complexity as it will be shown in the sequel.

Moreover, depending on the needs of operations, the canonical form of container
[Ceo(f @ 2 f) ., fle (see Definition 21) will be used for functions [®] and [*],

whereas for function [*, the interval without the concave approximation [ f & Q i
will be picked. This choice is relevant in order to obtain in all cases a weak level of
complexity.

4.1 Convex and concave approximations %, and %,

Firstly, the complexity of the algorithm giving the convex and concave approxima-

tions of a function f € .#,, is proposed below.

Proposition 2 (Algorithmic complexity of €, and 6.,) Let N (respectively N,) be
the number of non-dif ferentiable points of f (respectively g) in % ,,. The computation
of €ux([f) (respectively €.,(g)) is of linear complexity, namely O(Ny) (respectively
O(Ny)).

Proof Convex and concave approximations rely on known algorithms of convex hull
computation in the computational geometry (Graham 1972). In the worst case, only
two scans of the list of non-differentiable points are required. o

Remark 11 According to Definitions 18 and 17, let us recall that:

— b ) € Facv, Coo() < [r0 (G () = o (f) and AL = A7),
— G € Facx, Cox(f) = f, 0(Gox( ) = o(f) and ATS") = A7,
%., and €, are projectors.
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By the way, these projections can be applied to either functions of .%, or functions
of #,,.

4.2 Inclusion function of the sum: [®]

Prior to studying inclusion function [é], it must be remembered that operator & is
order-preserving,ie. f < g=a® f<ad® gandasaconsequence fH g D g

Proposition 3 (Inclusion function [®]) Letf=[ f, fly and g=[g, g 1y be
two containers of F given in their canonical forms. The operation denoted [®] and
defined by:

flolg=[fiolg, f®lg] =[G (fR Y, Cu(fD Q) le,

is an inclusion function for the sum &, i.e.:

fog € flolg,
flelg € F.

vielf flzamdvsels. gz > |
Proof According to Remark 11 and since & is order-preserving,Vf € [ f, f ]« and
Veelg, g§lg, Ca(fDY < [ g Cun(f @ g, and projections 6, (f @ g) and

G (f ® g) respectively belong to the sets .#,., and .%,. Then, since o (f) = o(f)
and o(g) = o(g), that the sum @ is the minimum operation, and that o (%.,(f &

g)=o(f®g (ibid for f, g and €,,), then o(6.,(f ® g)) = min(o([),o(g) =
min(o (), 0(8)) = o (Cox(f D ). 0

This inclusion function [@] does not necessarily provide a canonical result. This
requires the concave approximation of (f@]g® Qo) and we thus obtain the
following container:

[Co DI D ) - fDIE e = [ Cor Cou(f B Q) D g (1)) - Cor(f D Q) 1.

Proposition 4 (Algorithmic complexity of [®]) Let Ny, N, Ny and Ng be the number

of extremal points of respectively f, f, g and g. The computation of f{®]g is of linear
complexity, namely O(N ¢ + N+ Ng+ Np).

Proof The minimum of two ultimately affine functions is of linear complexity since
it requires in the worst case only one scan of extremal points for each function.

Moreover, according to Proposition 2 the complexity of convex and concave approx-
imations is linear. O

4.3 Inclusion function of the inf-convolution: [x*]

The inf-convolution * is order-preserving, hence f*x g =< f*g.

Proposition 5 If f and g € F,cy, then [ x g € Fyey.
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Proof Thanks to the factorization of functions of .%,.,:

fxg= (A:f * Ff> * (A:: * Fg) see Eq. 7,
= (A:; * Afﬁ) % (I‘f * Fg) see Remark 3,
= (Af;iz’) % (I‘f @ Fg) see Eq. 8, (15)

AT 5T fug.

Tfxg

According to Theorem 3, the sum of concave functions I'; and I'y belongs to .F,,.

Hence, f x g is also a function of .%,., with I' s, =Ty @ I’y and A:L; = Aff:{:ﬁ Let
us note that a similar result can be found in Schmitt and Zdarsky (2006, Lemma 2)
and in Pandit et al. (2006, Theorem 3.2). o

Proposition 6 If fand g € F,cx, then fx g € Faex.

Proof According to Le Boudec and Thiran (2001, Theorem 3.1.6) and Bouillard et al.
(2008, Theorem 5), if a and b are convex functions of .% ., so is a x b. Moreover, the
computation of a x b is obtained by putting end-to-end the different linear pieces of
a and b, sorted by nondecreasing slopes. m]

Proposition 7 (Inclusion function [x]) Let f=[ f, fly and g=[g ., g 1y be
two containers of F given in their canonical forms. The operation denoted [x] and
defined by:

flxlg = [flxlg, flxlg1 = [ fxg, f*gle,

is an inclusion function for the inf-convolution x, i.e.:

f

Proof Proof is found firstly thanks to the order-preserving of operator « where V f €
[f, fleandVge[g, gly: fxg = fxg=< f*g secondly thanks to Propositions

Sand 6 where f x g € Faevand [ * g € F . Finally, for the asymptotic slopes o ( f *

g and o (f g):

— thanks to Proposition 1 and to Eq. 15, o(f*g) =o'y @ Tg). Since I'y ®
FéT = min(I"y, I'y), that o(I"y) = o(f) and that o(I'y) =0 (g), then o(f*g) =
min(o (f), 0 (8)),

— thanks to the proof of Proposition 6, the computation of f * g is obtained by
putting end-to-end the different linear pieces of f and g. Since f and g are
ultimately affine, this handling stops when the lowest asymptotic slope between
f and g is reached, i.e. until min(o ( f), o (g)).

Therefore, since o (f) =o(f) and o(g) = o(g), then o(f *g) = min(o(f),o(g)) =

min(o (), o(g)) = o (f*g). O
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Again, this inclusion function [*] does not necessarily provide a canonical result.
The canonical form of f[x]g is given by:

[ Co@lxlg @ Q) . fl¥lgle = [Cu((f9) B Q) . frgle.

Proposition 8 (Algorithmic complexity of [x]) Let Ny, N, Ng and Ng be the number

of extremal points of respectively f, f, g and g. The computation of f[x]g is of linear
complexity, namely O'(N ¢ + Nf + Ng+ Ny).

Proof According to the proof of Proposition 6, the computation of f * g is obtained
by putting end-to-end the different linear pieces of f and g, sorted by nondecreasing
slopes. Hence, the computation only requires a simple scan of functions'’. Regarding
the lower bound, the inf-convolution is defined as in Eq. 15 by:

Ktk
frg= (Ar;Jrr:) * (l—‘f69 Fg) ’

it is enough to make the minimum of the concave parts with a linear complexity, and
o . +ieg .
the shift in the plane by the elementary function A:ff +Zg in a constant time, namely

in 0(1). O

4.4 Inclusion function of the subadditive closure: ™!

*

The subadditive closure * is order-preserving, hence f* < f .

Lemma 4 (Asymptotic slope of 6,.(f *)) The asymptotic slope of €, (f "y is given
below:

* . n ok
7 (@) = min (o (), min (")),
where pairs (;, k;) are the n extremal points of f.

Proof Thanks to the characteristics of both the convex approximation and the
subadditive closure, function 6, ( f i*) belongs to the set %, with only one extremal

* K *
point. Hence, according to Property 5, €, (f ) = (A; 5.

TG (r ™

T4 (s = 0 and g is a half line with o(Gux(f ")) as its slope (see Fig. 12), then, the

) g where ko, ;- =0,

slope of g comes either from the computations k;/t; or from o ( f). O

Proposition 9 (Inclusion function ™) Let f=[ f, f 1« be a container of F. The
operation denoted *! and defined by:

= [+, g1,

17The sorting of the function slopes is assumed to be made by the data structure used for their
representation.
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Fig. 12 Upper bound f of a Cou(f *) _
container f € F and the convex f
approximation of its ]

subadditive closure %, ( f *)

with 41 2 @y G (AF) @ G (e ® AL (6o(AT) @ Ty) ) and 141 2 G0 (7), is
an inclusion function for the subadditive closure *, i.e.:

*, f[*],
er[f’f]oi/p = {f];]EEF,

where pairs (t;, k;) of f*! are the n extremal points of f, A:; is the elementary function
of fandT s is the concave part of f (see Proposition 1).

Proof Firstly, since fi*! = €, (f *), then f*l € .Z,«. Moreover,Vfe [ f, fle, =<

=<2 R Gu(f) S Gl f ) so fr < i,

Secondly, for the computation of f*!, contrary to inclusion functions [®] and [*],
Proposition 9 does not perform the computation of f*! with the canonical form of the
container but with the following interval:

Let us recall that f & €2 , is the smallest element of the container. Hence, if f €

[ f, fle then fel foQ,, fland foQ,<x f=(f®Q )" < [ The
development of (f @ Q )* is detailed below:

(fO&Q = ((A:; * Ff) ® (EHB Ag"))* see Egs. 7 and 13,

=
= (Aol e @Al @A «T))

= (Af;" AL D... DAY EBA';? *Ff) see Eq. 9,
= Af}o** Afl‘* ... % Aﬁ”** (Af; * Ff*) see Eq. 3,

— ART Afl‘* % ...k Ai”* * (e ® A:; * AZ;* * Ff) (16)

Io

see Egs. 2,3 and 9.

Then, by introducing concave approximations %,, in Eq. 16, we will approach this
computation from below (indeed %,,(f) < f) that so becomes:

Gy <A§°*> * Gy (Aff) *...% G, <Aﬁ"*> * G (e &) Af; * Gy (Ag*) * I‘f> . (A7)
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Furthermore, the following functions are closed for the subadditive closure
operation:

— the concave approximation of the subadditive closure of elementary functions:
%Cv(Aff"*) (see Fig. 13),

— the concave approximation of a function containing e: 6., (e ® AI;{ * %CU(A';{ *) *
I'p),

— the concave function: I .
So, by applying Theorem 3, the definition of the lower bound f*! is given by:
£ 2 ¢, (A1) 0% (A1) @.. 0%, (ak ") 0% (cont] « (€. (a7 )er))).

n

Coo (A1) @ (e @ AT % (€ (a7 8T ). (18)
i=0
Since (f @ €2 ,)* < f* and since the concave approximations applied to (f & € ,)*

approximate the functions from below (%.,(f) < f), then f* < (f@ Q p)* = f*.

The function fi*! is composed of sums of concave functions, therefore f*! € .%,.,.
Lastly, regarding the asymptotic slopes, let us first deal with the one of fi*!. The
subadditive closure of elementary functions Af"* (from f) provides an ultimately
pseudo-periodic function of %, (see Remark 4) with o(Af"*) = k;/t; as asymptotic
slope. Moreover, according to Cottenceau et al. (1998-2006), let f and g be two
functions of .Z,, then o(f *g) =min(o(f),0(g)). Finally, c(T'y) =o(f) =0 (f)
(see Proposition 1 and Definition 19). So, the asymptotic slope of f*! is given by:

o™ = o((f & Qf)*) = min <U(f),rl¥1:i(l)l<l;i)),

i

where pairs (f;, k;) are the n extremal points of f. According to Lemma 4, this
asymptotic slope is the same as the one of f*1, i.e. o (f*1) = o (fi*]). |

To conclude, the algorithm complexity of the computation of these bounds are
given below.

Fig. 13 Concave f(@)
approximation of the A
subadditive closure of an
elementary function:
%CU(AITO) € yﬂc"' CCU(AII“{*)\
e AZIS *
K1
T >
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Proposition 10 (Algorithmic complexity of f*) Let N, be the extremal point number
of f. The computation of f*1 is of linear complexity, namely O (N £)-

Proof According to Lemma 4, the computation of f*I only requires some research
of its asymptotic slope by checking the N, extremal points of f and the asymptotic

slope o (f). O

Remark 12 One can see that in the proof of Proposition 9, the computation of fi*!
does not come from Eq. 17 but from Eq. 18 with concave approximations. These
approximations are necessary to obtain an efficient algorithm for this inclusion func-
tion of the subadditive closure. Indeed, the computation of (f @& Q2 ,)* involves inf-

convolutions of ultimately pseudo-periodic functions of .7, that are very memory-

and time-consuming. Formally, let f = Aﬁo* and [ = Afl‘* be two subadditive
closures of elementary functions with o (f) < o(f’). These functions are stair case
functions of the set .%,, and since they have different asymptotic slopes, the inf-

convolution of f by f’ is given by:
fx*f = (e &) Afl‘ D...0 AEE:B?) * (Ag") ,

with K a positive integer conditioning from which moment function f is permanently
above function f’ (see Cottenceau et al. (1998-2006) and Le Corronc (2011, Theorem
A.28)). The algorithm complexity of this computation is linear depending on the size
of K, namely in ' (K), but without conditions on how large the value of K is. The
algorithm complexity of this computation can not be controlled and the tentatives
undertaken in order to achieve simple and efficient computations become useless by
using this method.

Proposition 11 (Algorithmic complexity of f*1) Ler n be the number of elementary
functions Afi of (f®Rf) and Nr, be the number of extremal points of T'y. The
computation of f* is in O'((n + Nr)log(n + Nr))).

Proof In order to prove this proposition, we will divide Eq. 18 into two parts.
—  Firstly, let us consider @, %U(Afi*).

According to Proposition 4, the sum of two functions of .%,., is of linear com-
plexity. But, since the computation of f*! needs to make the sum of n functions,
the complexity will be normally extended to n®. Nevertheless, thanks to algorithms
such as “divide and conquer” where recursion is used in order to break down a
problem into sub-problems until these become simple enough to be solved directly,
this complexity can be reduced to a quasi-linear problem. Then, if a two by two min

of %U(Afi*) is made, this part of the equation is solved in &' (nlog(n)).

—  Secondly, for the part 6, (e ey A:; sk (‘KCU(A;{*) ey Ff)).
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The sum of CKCU(A’;;*) and I'y is made in linear time, namely &'(Nr,) where Nr,

is the number of extremal points of I' . Then, the shift of AI;{ isin O(1) as well as
the addition of e. The concave approximation does not modify this result since its
computation is in linear time (see Proposition 2). So, the complexity of this part of
equation is in &(Nr,).

Therefore, the complexity of evaluating the expression in Eq. 18 is in &' ((n +
Nr,)log(n + Nr,)). O

To summarize, this section has shown that all inclusion functions [¢] € {[®], [*],
(1} applied to containers of F can be computed with a linear complexity for the sum
and the inf-convolution, and a quasi-linear complexity for the subadditive closure.
Of course, the results of computations also belong to the set F. These advantageous
algorithmic complexities are possible only thanks to the convex characteristics of the
bounds of the containers.

It is also important to keep in mind that in all these proposed inclusion functions,
the upper bound f is the canonical representative of the equivalence class [ f ]
of the elements of the container. Therefore, one can see these operations on the
containers of F as operations on the semiring %, o for which the handled

equivalence classes are restricted: a container [ f, f ] only describes the elements
of the equivalence class of [ f ]« greater than f. Finally, since in the container the

equivalence class of the exact system is also preserved ([ f l¢ = [flg), some of
its important characteristics are kept such as the asymptotic slope and the extremal
points of the upper bound that really belong to the exact system.

5 Tests and applications

The container and the algorithms of inclusion functions introduced in this paper have
been implemented in a toolbox called ContainerMinMaxGD. 1t is a set of C++
classes, available at the following address: http://www.istia.univ-angers.fr/~euriell.
lecorronc/Recherche/softwares.php.

Below, several tests of this toolbox are proposed. They have been carried out
by using a computer with the following configuration: 2.9 GB of memory and 4
processors (Intel(R) Core(TM) i7 CPU L640 @ 2.13 GHz).

5.1 Pessimism of computations and gain in memory consumption

In order to evaluate the pessimism introduced by the inclusion functions and the
performance according to memory consumption, we consider two containers S and
R of F. The former is the container built from the exact computation S = f ¢ g (with
f. 8§ € Fp two exact systems), thatis S = [ 6, (S) , G, (S) 1.#. The latter contains the
result of the computation R = f[¢]g (with f, g € F two containers that respectively
contain fand g).SoS €S cR.

A first criterion deals with pessimism due to the approximated computations, in
other words, how close are the approximated computations to the real ones? The
inclusion functions handle containers that are composed of convex and concave
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approximations hence, to evaluate the pessimism they introduced, we will compare
S, the container of S, and R, the result of the inclusion functions.

Definition 24 (Pessimism of computations) The pessimism between S and R is
defined by the formula:

2RS
2R

b

where Xgrg is the maximal distance between R and S, and Xy is the maximal
uncertainty of R. These quantities are illustrated in Fig. 14.

This indicator can be completed by another criterion about the gain in memory
consumption we can do with these approximated computations. Indeed, as shown
previously, the complexity of the computations depends of the number of points
in the containers. We can thereby observe the difference of the number of points
between the exact system § and the container R obtained with inclusion functions.

Definition 25 (Ratio of memory consumption saved) The memory consumption
saved between § and R is evaluated by the following ratio:

=R
Ns’
where Ny is the number of points of the container R, that is the number of extremal
points of R and R, and Ny is the number of points of § = f ¢ g, this being the number
of its elementary functions until the periodic part plus the number of points necessary
for one periodicity has been reached. These quantities are also illustrated in Fig. 14,
with circles for the points of S (the last two circle points are for the periodicity in
this example) and triangles for the points of R. In this case, the ratio is equal to
1 —4/8 =50 %.

Fig. 14 Pessimism and
memory consumption between

the approximated f (t)
computations R and the exact A S=fog
ones S € S

\/
~
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Remark 13 One can note that since the bound f of a container is the greatest
element of [ f]. (the equivalent class of f modulo the Legendre—Fenchel transform),
the pessimism between R and S does not come from this upper approximation:
R = %,,(S) (see Fig. 14). However, the error between these two containers comes
from the inequalities obtained with concave approximations: R < %.,(S) (see
Remark 8).

Below we propose three examples to analyze the evolution of these two criteria.

5.2 Examples of application

5.2.1 Computation of a transfer function

Firstly, we give first an example of the computation of a transfer function by
comparing the toolbox ContainerMinMaxGD versus the toolbox MinMaxGD where
functions of .7, are used.

For this example, let us consider a SISO system (p = g = 1) described by the
following state representation:

xX=Axx® B*u,
y=Cxx.

Matrices A, B and C are given such that:

39 A45 A22 A20
Afg Ay Aty Al

1 A27 A36 A2
Ax A5 Ay A

9 A43 A22 A39 |
Ay Ayg A3s Ay

10 A27 A32 A32
A6 A27 A30 A9

and C= (e ¢ ¢ e),

oo
Il
» m oo

where the entries of matrices belong to sub-semiring (%, @, *). Thanks to Theorem
1, transfer matrix H'*! of the system is obtained by:

H=Cx A" % B.

On the one hand, with MinMaxGD, the computations are made from the exact
values of A, B and C with classical operations of (min,+) algebrai.e. {®, *, *}. On the
other hand, with ContainerMinMaxGD, each entry of matrices is lower and upper
approximated by a container belonging to F. The handled matrices are A, B, C €
F and the performed operations are inclusion functions {[®], [*], *!}. We can note
that entries of matrices are elementary functions, hence there is no uncertainty'® in
these containers: ¢, (AX) = €, (AX) = AK. Therefore, the computation of transfer
matrix H is:

H=C[xA"«xB=[H, H].

18The construction of a container f from one elementary function A¥ provides two identical bounds
f = f with only one extremal point of (7, K) coordinates, and an infinite asymptotic slope o (f) =

o (f) = 4o0.
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Table 1 Script files for

X . /I Script for the example /I Script for the example
computations in toolboxes // with Scilab/MinMaxGD // with ContainerMinMaxGD
MinMaxGD and
ContainerMinMaxGD A = smatrix(4,4); MCserie A

A(1,1) = series([39,19]); A(1,1) = (19 39);
A(1,2) = series([45,29)]); A(1,2) = (29 45);
A(1,3) = series([22,14]); A(1,3) = (14 22);
A(1,4) = series([20,40]); A(1,4) = (40 20);
A(2,1) = series([1,23]); A(2,1)=(231);
A(2,2) = series([27,5)); A(2,2) =(527);
A(2,3) = series([36,20]); A(2,3) = (20 36);
A(2,4) = series([12,1]); AQ24) =(112);
A(3,1) = series([9,48]); A(3,1) = (489);
A(3,2) = series([43,46]); A(3,2) = (46 43);
A(3,3) = series([22,35)); A(3,3) =(3522);
A(3,4) = series([39,32]); A(3,4) =(3239);
A(4,1) = series([10,6]); A(4,1) = (6 10);
A(4,2) = series([27,27]); A(4,2) =(2727);
A(4,3) = series([32,30]); A(4,3) =(3032);
A(4,4) = series([32,9]) A(44)=(932)
B = smatrix(4,1); MCserie B
B(1,1) = series(e) B(1,1) = (0 0);
B(4,1) = (eps)
C = smatrix(1,4); MCserie C
C(1,4) = series(e) C(1,4)=(00)
H = C*stargd(A) * B MCserie H

H=C*Star(A) * B

HecH i H
€ A extremal points of [ and ] H —~ /Ccv (H)

zone between H @ () T and H

107 t

2040803 |

28642
41
28 t
_10-
0 é 5:0 76: T 14:8= T 1
73 aH

Fig. 15 Transfer matrix H'*! € Z, and its container H=[ H, H]€F
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Table 1 describes the lines written with toolboxes MinMaxGD and ContainerMin-
MaxGD, and the results obtained are illustrated in Fig. 15.

First of all, the pessimism of container H versus the container that approximates
the exact system S = [ 6.,(H) , 6,x(H) ] (see Definition 24) is:

s _ 5 _osg o,

>H 31
1.e. His 25.8 % greater than the convex and concave approximations of the exact
computation. We can therefore note that the computation with MinMaxGD pro-
duces a matrix H with a sum of 80 elementary functions AX. Here are some of them
(during the transient and the periodic parts) as well as its asymptotic slope:

H=AoABoAlorlie.. . oA e...0a8)xAY, oH) =31/62.

Concerning the elements of the container H, its bounds H and H have many fewer
points than H. Indeed, they have respectively 4 and 3 extremal points given below
by their pairs (time, event):

2040803
H = {(6,10); (6%,28); (78, Y562

H = {(6,10); (50,28); (78,41)}.

) . (148, 107)}.

So, according to the number of points, the memory consumption saved (see
Definition 25) is:

Ny 7
1— —1— ' =91.25%.
Ny 80 ?

Then, H and H and H have the same first elementary function:
Avy = Ay = Mg = AT,
and the asymptotic slope of H corresponds to the reduced form to that of H:
o(H) =0o(H) =1)2.

Finally, the maximal uncertainty ¥y of H is also provided by the toolbox. Here, we
use Definition 22 which gives us:

H(T,,) =107 > H(T,,) =41 and max{Ty,, T,,} = T4, = 148.
Hence:
YH={Dnax =62, Bnax =31}
To conclude this example, let us recall that the exact system H truly belongs to
the grey zoneie. H® Qy <X H <X H.
5.2.2 Subadditive closure of a matrix

The second example comes from Olsder et al. (1998) and proposes to compute
the subadditive closure of a given matrix A € (Fp, ®, *)'**1°. This matrix is a
benchmark with numerous interconnections among its elements when its subadditive
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closure is computed. Indeed, even if matrix A does not have many elements different
from e, matrix A* is full of functions of .%,, elements A1T< of which are given with
Te[0,975]and K € [0, 21 ]. The entries of matrix A that are not function ¢ are
the following ones:

A(lL4) = AL, AQ, =A%, A28 =e¢, A(3,2) = A},
A@3,9) =e, A4,3) =A%, A5, 8)=Ak, A®6,4) =e¢,
A(6,5) = AL, A(,6)=AL, A(T,100)=e, A(8,7) = Al
A9,3) =e, A9, 10) = ALy, A10,7)=e, A(0,9) =A%

Then, let A € F!1°%10 be the container of A. Again, since matrix A contains
only elementary functions, there is no uncertainty between A and A, i.e. 6,,(A) =
%,x(A) = A. The computation of A"l is made with the ContainerMinMaxGD tool-
box whereas the computation of A* is made with MinMaxGD. Finally, let S € F be
the container that approximates exact matrix A*,i.e. S = [ ., (A*) , G (A*) 1.

For this example, we can observe that the average of pessimism of container A
versus the container approximating the exact system S is:

ZATS _ 5507 %

DAL
This pessimistic result must be carefully linked to the average of the uncertainty XA
of A which is:
YAl = { Dmax = 286, Bmax =6 }

Therefore, even if container A is about 55 % larger than A*, pessimism is only of
3.3 in the event domain and 157.3 in the time domain. Finally, regarding the number
of points of A* and A*, the average ratio of memory consumption saved is:

N A
=98 %.
N ’

1 —

5.2.3 More generally

In this example, we propose to generalize the computation of pessimism and the gain
in memory consumption of our containers. Indeed, here we carry out the subadditive
closure of matrices with various sizes, and we observe the average of error as well
as the gain in the number of points between the container obtained with inclusion
functions and either the container of the result obtained with exact computations for
the pessimism, or directly the exact system for the number of points.

Let A € (Zep, @, %)™ and A € F™" be two square matrices. The entries of A
are either elementary functions AX, where T and K are randomly-chosen integers in
interval [1, 10], or function ¢ : t — +o00. Matrix A is the container of A, that is each
entry of A is the container obtained from the respective entry of A. Hence, there is
still no uncertainty in A. Then,letR,S € F"*" and S € (%, ®, %)"*" be three square
matrices. The first contains the result of computation R = A", and the second is the
matrix container built from computation § = A*, thatis S = [ €., (S) , € (S) 1. So
S € S C R. The experiment is carried out 5 times with a matrix size ranging from
2 x 2 to 60 x 60.
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For these tests, the average of pessimism observed between R and § is:

)
RS _ 279,

R
thatis Ris 27 % larger than S. According to the gain in the number of points between
the exact system § and the container R, we can observe:

Ng

1— =71 %,
Ng

that is R saves 71 % of space memory in comparison with the exact representation.

5.3 Experimental complexity

A final test of the ContainerMinMaxGD toolbox is about the practical complexity of
the computation of the subadditive closure of a square matrix depending on its size.

To this end, let A be a square matrix of F"*". The entries of A are either
elementary functions AX, where T and K are integers randomly chosen in the
interval [1, 5], or the function ¢ : t = +oc0. The computation of A* is made with
a size of matrix ranging from 2 x 2 to 60 x 60, and the average of the CPU times is
noted.

The CPU time for the computation of A depending on the size of A, is
illustrated in Fig. 16. It appears that the practical complexity is approximately in
O (n?log n), with n the size of the matrix. Moreover, we can see that for example, the
average CPU time of the computation of a 50 x 50 matrix is about 200 s.

Fig.16 CPU time of the = Average of CPU time
computation of A,
depending on the size of A 400

350
300
250

200

CPU time (s)

150

100

50

4x4 8x8 15x15 25x25 35x35 45x45 60x60
2x2 6x6 10x10 20x20 30x30 40x40 50x50

Size of the square matrix (nxn)
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6 Conclusion

This paper has focused on the computation of the transfer function 4 for (min,+)-
linear systems. More precisely, since the exact computations can be time and memory
consuming, we introduced an approximated approach of the exact system /4 via a
container h € F such that:

h=[h,hly=[h,h]N[h]le and [h]y =][h]ly,

where [h] ¢ is the equivalent class of # modulo the Legendre-Fenchel transform .Z.
The bounds /4 and & are two ultimately affine functions with convex characteristics.
This work has also been inspired by the set membership approach since the main
operations of (min,+) algebra, i.e. the sum, the inf-convolution and the subadditive
closure, have been integrated into inclusion functions [¢] € {[®], [*], ™} in which
only the bounds of the intervals are handled.

Despite the approximations, since the equivalence class modulo the transform .
of the exact system is preserved, some of its important characteristics are kept, such
as the asymptotic slope and the extremal points of the upper bound that really belong
to the exact system. Furthermore, the convex characteristics of the bounds of the
interval allow us to reduce both algorithm complexity of the computations made over
these systems, and the amount of data storage. Indeed, the algorithmic complexity of
inclusion functions is linear for the sum and the inf-convolution, and quasi-linear for
the subadditive closure.

Finally, the container and its algorithms have been implemented in a toolbox
developed in C++, called ContainerMinMaxGD. The proposed tests of this toolbox
have demonstrated the performance and the computational advantage of these
containers by comparison with exact solutions.
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Abstract: Routing is a prevailing aspect in job-shop systems. Each product is routed according
to its own production cycle. However, routing phenomena, or equivalently conflicts in Petri
nets, usually cannot be modelled in dioid algebraic structures such as Z,;, or Z,q.. The main
reason is that choices can not be represented in such models. In this article we overcome this
problem by giving an interval including the input/output behaviour of a system encapsulating
several sub-systems in conflict. This interval contains all the possible system behaviours (in
terms of number of pallets coming and going, delays and production rates) when the routing
policy therein is periodic. As a consequence, even though the input/output behaviour of such a
system is not linear in dioid Zomin, for instance, it can nevertheless be bounded by those of two
Zomin linear systems, being either faster or slower than the studied system. Doing so, we can use
an indirect modelling over a dioid of intervals, thus allowing for using dioid theory contributions,

as in control problem synthesis issues.

Keywords: Discrete event systems with conflicts; Modelling; Petri nets; Periodic routing;
(max,+) linear systems; Interval analysis; Manufacturing plant operations.

1. INTRODUCTION

We consider in this paper discrete event dynamic systems
that can be represented in idempotent semiring (also
called “dioids”). They are mainly composed of stocks, time-
consuming activities (processes in workstations or during
transport) and synchronisations, which can be linearly
represented in suitable dioids (Baccelli et al. [1992]). These
systems are commonly called Z,, 4, linear, or “(max, plus)”
linear systems, since their modelling become linear as soon
as we consider them in a dioid (Z,,q, for instance). Timed
Event Graphs (TEG)! are usually used to graphically
represent Z,q, linear systems.

Their study stems from the late 70’s and early 80’s, mainly
for modelling, performance analysis, control and diagnosis
issues (Cuninghame-Green [1979], Cohen et al. [1984],
Gondran and Minoux [1984]). The main results of this
theory have been applied to manufacturing systems, trans-
portation systems (urban or railway ones) or computer
networks (for network calculus).

The events happening in our systems (mainly the detection
of a product passing by a sensor) can either be dated or
counted. Znqr and Z,,;, dioids are respectively used for
such purposes. It is also possible, by considering event

1 a sub-class of timed Petri nets

and/or temporal shift operators, to describe systems as
formal series. All of these representations share the same
algebraic structure of idempotent semiring.

Zomas linear systems naturally describe synchronised sys-

tems. If two Z,,q. linear systems H; and Hs in parallel
handle the same input u (the input goes both into H;
and Hj), the whole system H is equivalent to Hy @ Ha,
which i8 Zj, 4. linear as well (Baccelli et al. [1992], chapter
6). System H is depicted on the left handside of Figure 1
where sub-systems H; and Hs are represented by TEG’s.

H, H,
[+ TEG Pl |+ TEG [l
I sl OGS ”
u\v u H7
Q»H»HZTEG ﬂﬂfo \Hﬁ TEG *U/

Figure 1. Two ways of linking parallel lines : “and” connec-
tion and “or” connection

Another way of linking parallel production lines can be
considered, namely conflicts. Several Z,,, linear systems
in conflicts do not lead to a global Z,,,, linear system, be-
cause of the compulsory routing therein. This phenomenon
is depicted on the right handside of Figure 1. Both sub-



systems H; and Hy are Zp,q, linear (and modelled by
TEG’s), but the input u is routed either to system H; or
to system Hs. Let us note that the whole Petri net is no
longer a TEG (as there are places with several incoming or
outgoing arcs). This is equivalent to saying that the whole
system is usually not Z,,q. linear any more.

The phenomena studied in this paper correspond to what
is called junctions and distributions in Grafcets (David
[1995]). In this formalism, synchronisations and conflicts
have been defined as “and” and “or” connections. In fact,
these kinds of connection are really close to the underlying
logic notions. For a “and” connection, signals go in both
parallel sub-systems in a synchronised way, whereas for a
“or” connection, signals go either to one or the other sub-
system 2 . Nevertheless, counting and dating events cannot
be done in Grafcets. This is mainly why we rather use Petri
nets instead of Grafcets.

In this paper, the focus is put on conflicts (“or” connec-
tions), products being routed to either one of the parallel
systems. In fact, we consider the input/output behaviour
of the system, for a given routing policy (located on a rout-
ing place). The main result of this work is to show that,
for periodic routing policies, the input/output behaviour
of the system can be bounded by those of two Z,, 4, linear
systems.

Thanks to the dioid of intervals defined in Lhommeau et al.
[2004], we describe a system including a conflict by an
interval containing the behaviour of the studied system in
a guaranteed way.

The remainder of this paper is organised as follows. In the
next section, we recall the main models used to describe
timed event graphs in this paper. Then we describe in
section 3 the conflict phenomenon and we provide an
infimum for the input/output behaviour for “or”-connected
systems. Afterwards, we introduce in section 4 the studied
periodic routing policies. Based on these, we give in
section 5 an upper bound when a “or’-connected system
is driven by a periodic routing. The paper ends with an
illustrative example.

2. LINEAR MODELS FOR TEG’S

We recall in this section some aspects of the dioid theory.
The reader is invited to consult Baccelli et al. [1992]
or Heidergott et al. [2005] for an exhaustive presentation.

A dioid is a semiring denoted (D, ®,®) of which the @
law is idempotent (Va,a @ a = a). The neutral elements
for the sum and the product are generally denoted by &
and e. Denoting A the infimum of two elements, a dioid
can naturally be endowed with a canonical order relation
defined by

arb < a®b=a < aNb=0b (1)
For instance, Z,q, represents the set Z U {—oo, +00} with
the max operation as @ and the classical sum + as ®3.
The set Z U {—o00, 00} with the min as @ and + as ® is
also a dioid, denoted Z,,;,. Let us note that the canonical
order in Z,;» is the opposite of the natural order on Z, that
is,axb < a=a®b < a=min(a,b) < a <.

2 in fact, this should rather be seen as a logical “x-or”
3 this dioid is also known as the “max-plus algebra” in literature

Definition 1. (Timed event graph). A timed event graph
(TEG) is a timed Petri net such that each place has only
one input arc and one output arc. Delays, taking values in
N, will be attached to places in our case.

The dynamics of a TEG having an “earliest as possible”
firing policy? can be modelled by state equations on
dioids Zmay OF Zpin- A Zmae model focuses on the events
occurring dates, whereas a Z,,;, model focuses on the
numbering of events occurred up to a given date. Besides,
by introducing shift operators® , one can also describe the
input/output behaviour of a system by a formal series.

R
OG- OO

X 2 X5
Figure 2. A TEG example

For systems described by single input/single output TEG’s
(such as the one of Figure 2), if we consider inputs as
signal, the output of the system is a convolution of the
input and the impulse response of the system. For the
TEG of Figure 2, the impulse response of the system can
be represented by the following counter function ©:

H(t)=0 YVt <7
H(T)=H(8)=3
Ht)=3® H(t—2) Vt>38

Definition 2. (Ultimately periodic series). A series of ele-

ments (z,, )nen is said ultimately periodic when there exists
ng € N and p € N such that z,1, = z,,Vn > ng.

Thus function H is ultimately periodic, of period 3 events
every 2 units of time.

In this context, the input/output behaviour is expressed
in dioid Z,y,i, by the following inf-convolution:
y(t) = HO) @ u(t)® H(1) @ u(t — 1)
SH2)Qu(t—2)® ...

t

= P H(G) @ ult —i)

i=0

= (H xu)(t),
where the * operation represents the inf-convolution prod-
uct of the counter functions H and u. The set of counter
functions defined on N — Z,,;,, endowed with the point-
wise min as sum and the inf-convolution * as product is a

dioid denoted Z,;,..

7 of a counter

Finally, by introducing the J-transform
function c¢ as the following formal series
—+oo
c(8) = @ c(t)s",
t=0
the impulse response H of the system of Figure 2 can also
be represented as a formal series:

4 a transition is fired as soon as it can be
5

° similar to the Z operator used for discrete-time continuous systems
6 H :7Z — Znin; H(t) is the cumulative number of events occurred
up to date t

7 a = bd™ means that event a happens 7 units of time after b



HG) =0 @38 @66" ...
= @'e3065te..)

= 57(38%)",
where * is the Kleene star operator defined by a* = a° &
a®a’®... = @:_:ogai, with a® = ¢°.

The dioid of d-series with coefficients in Z,,;, is usually
denoted by Z,,i,[6]. Dioids Ziu»n and Z,,;, [6] are isomor-
phic. The inf-convolution in Zl,im corresponds to the series
product (also called the “Cauchy product”) in Z,;,[d].

Remark 8. A significant property of Z,qs linear systems
is that is it always possible to represent their impulse
response by ultimately periodic dater or counter functions.
Therefore, the corresponding d-series are always rational
expressions. Let us note that software tools have been
developed in order to handle such series (Hardouin [2006]).

3. INFIMUM FOR PARALLEL SYSTEMS IN
CONFLICT

The systems H; studied in this paper (see Figure 3) are
assumed to be Z;, linear systems with single input wu;
and single output y;, and having an upstream routing
place. The global system corresponds to putting all H;
in parallel, thus creating a conflict (all sub-systems H;
are “or’-connected). Each incoming event is routed to only
one of its sub-systems H; and the output y collects all the

events ;.
H
routing pl aceﬁ;

-0

C N

Un " yn

Figure 3. Typical studied system

From a counter point of view, the following conservation
equations are satisfied, for all ¢ :

u(t) = ®Ui(t) and ®yi<t) =y().

Let us consider a system H composed of only two sub-
systems H; and Hs, both Z,,;, linear. We get the following
equations:

w(t) = uy(t) @ ua(t) and y(t) = y1(t) @ y2(t).
Moreover, we have in Zip
y1(t) = (Hy *up)(t) and yo(t) = (Ha * u2)(t),
since both systems are Z,;, linear. So we finally get
y(t) = (Hy xu1 © Ha % ug)(t),
where the product of functions ® is defined by
v, (f ©9)(t) = f(t) ® g(2).
Property 4. For counter functions a,b and ¢ € ZN
a®b®dc)=(a®b) ®(a®ec).

min

Proof: For all ¢, ® distributes over the min of functions. [

Property 5. Mapping = — a®x defined on Zim is isotone,
i.e.

b=c=aGb=<abec.
Remark 6. On Z,,;,[6], the © operation is defined as

follows :
“+o0

a(8) © b(8) = EP (alt) @ b(t)) 6".

t=0

As a matter of fact, this product corresponds to what
is called the “Hadamard product” of two formal series in
literature (Gaubert [1993]).

The following proposition introduces a infimum for parallel
systems in conflict (“or”-connected systems).

Proposition 7. For all counter functions Hy, Ho,u; and
U € Z?Lm, the following inequality is always satisfied:
(H1 © Hs) * (u1 ©ug) = (Hy *u1) © (Ha * ug).

Proof: Let us compare the two members of this inequality,
for all ¢.
[(H1 © Hz) * (u1 © up)](t) =
P (Hi(t) @ Hy(tr) ® ua (t2) @ ua(ta))
t=t1+t2
By developing the other member, we get:
[(Hy *u1) © (Ha * ug)](t) =

[ D Hi(h)@u(t)]@] @ Halth) @ us(ts)]-

t=ty+ta t=t1+t2
So [(H1® Haz)*(u1®ug)](t) corresponds to the minimum of
n terms, and [(Hy *xup)® (Ha*uz)](t) can be written as the
minimum of n? terms, all the terms of the first expression
being included in the second one. Thanks to the canonical
order definition (see equivalence (1)), we can conclude® . [J

Remark 8. It is noticeable that when u; = us = e (e being
here the function e(t) = 0 for ¢ < 0 and e(t) = 400
otherwise), the equality is reached: (Hy ® Ha) * (u1 ®
ug) = (H1©Hy)xe = (Hyxe)®(Ha*e). In other words, the
impulse response of the “or’-connected system is Hy ® Hs
in that case.

Proposition 9. For a “or”’-connected system H with n Z.,;n
linear sub-systems, for any routing functions, we have

y= (HHOHy ®--©® Hy) *u.

Proof: This is a direct extension of Proposition 7, knowing
that © is associative. (]

Example 10. Let us consider the example of Figure 5 with
two sub-systems. The impulse responses of the sub-systems
are described by the following d-series in Z,n[d]:
H,(8) = 6*(26%)* and Hy(8) = (6° @ 20%)(46%)*.
For this example, we have
Hi(8) ® Ha(8) = (6* @ 26° @ 40° @ 65" @ 867
$1061° @ 146" @ 185')(20612)*.

For this system, the output y(d) is necessarily greater than
(H1(6) ® H2(6)) ® u(d). In other words, the input/output

8 let us note that a proof of a similar proposition can be found
in Gaubert [1993], Lemma 6.2.1



behaviour can not be faster than a Z,,;, linear system of
which impulse response is Hy(8) @ Hz(9).

4. PERIODIC ROUTING FUNCTIONS

Previous section shows that the Hadamard product of
counter functions related to impulse response of sub-
systems in conflict is an infimum of the input/output of
a system containing them, for any chosen routing policy.
In this section, we consider the influence of using such
periodic routing functions.

Definition 11. (Periodic routing). For a “or’-connected sys-
tem H constituted of 2 sub-systems, let us denote by
r = m|n the routing function upstream H; and Hs such
that dater functions u, u; and us satisfy

Yk, ui(k) =u(lk/m| x (m+n)+ (k mod m))
us(k) =u(|k/n] x (m+n)+ (k mod n)+m).

In other words, for a periodic routing r = m|n, m
incoming events are first routed to Hy, n of these events
are subsequently routed to Hs, then m of them to H; and
so on in a cyclic fashion.

Ezample 12. For instance, for a routing function r = 2|3,
we have
Vk, ui(k) =u(|k/2]5+ (K mod 2))
uz(k) = u(|k/3]5+ (k mod 3) +2).

Notation 13. We will denote by (H;|Hz), the behaviour of
a “or’-connected system H, composed of two sub-systems
H; and Hj bearing a periodic routing r. The input/output
behaviour of the system will thus be noted y = H(u) =
(Hi|Hz), (u).

Notation 14 (Scale mapping). Let us denote by Sc,

=N

Lopim — me,x — n x x the scale mapping such that

x is a counter function and n € N.?

The next result deals with the behaviour of a “or”-
connected system composed of two identical sub-systems
H and bearing a r = 1|1 routing function.

Proposition 15. The input/output relation of the “or’-
connected (H|H )|y system is Zmqz linear and its impulse
response is Sco(H).

Proof: For the sake of this proof, we switch to a Zax
linear representation of the sub-systems. Henceforth, * will
represent a sup-convolution.

yi(k) = (H * ur) (k)
ya(k) = (H * ug) (k)

—@H ®UQ )

As a 1|1 routing functlon is applied (see Definition 11), we
have

u(2k) = uy (k) and u(2k + 1) = ua(k).

9 when considering the graphical representation of a counter func-
tion, multiplying the latter by a natural number can be considered
as changing the scale of the event axis, so to speak

We also have Vk, u1 (k) < ua(k) = ui(k+1). Since the two
sub-systems are identical, and the convolution product is
isotone, we get Vk,y1 (k) < y2(k) < y1(k + 1) and finally

y(2k) = y1(k) and y(2k + 1) = ya (k).

Thus we can write for even events

k
y(2k) = @ H() @ u(k — i)
:E?)@ u (k) H1) @uy(k—1)®...
=HOu2k) o H1)@u1(2(k—1))d...
k
= D () © u(2(k )
i=0
and for odd events
y(2k+1) = Naé...

H(0) ®uz(k) @ H(1) ® ug(k —
k

= P HG) @ u2(k
=0

As a conclusion, be K odd or even, we have

— i)+ 1).

@H @ u(K — 2i),

which shows that the global system is Z,,qe linear (the
output clearly appears as a sup-convolution of a dater
function by the input), and Z,,;,, linear as well if we switch
to a counter representation, using conjugate functions. By
a change of variable, the impulse response of the equivalent
system is obviously H ©® H = Sca(H) (see Remark 8). O

By extending the proof to n equivalent sub-systems, we

obtain the next result.

Proposition 16. A “or’-connected system (H|H|...|H)q).. 1
composed of n sub-systems H and with a 1]...|1 routing

function is Z,,;,, linear and its impulse response is Sc,, (H).

(H|H|...[H)yj..;1(u) = (Scn(H)) * u.

Ezample 17. Each sub-system of Figure 4(a) has the
following impulse response H = §7(362)*. The system
(H|H)q)1 is also & Zpi, linear system of which impulse
response is Sco(H) = §7(66%)*. The timed event graph of
Figure 4(b) has the same impulse response. The crucial
point here is that when two identical systems are put in
parallel, the production rate of the whole system is twice
as big.

@
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Figure 4. Equivalence of (H|H )|, (a) and Sca(H) (b)



5. UPPER BOUND FOR PARALLEL SYSTEMS IN
CONFLICT WITH PERIODIC ROUTINGS

5.1 Conflicts with 1/1 routing functions

We now consider the case when a “or’-connected system is
composed of several different sub-systems.

o N .
Proposition 18. In Z,,,,, the behaviour of the “or’-con-

nected system H = (H1|Hz)y; is such that
(H1 ® Hy) xu < H(u) = Sco(H1 ® Ha) * u.

So we can define a guaranteed interval for the the in-
put/output behaviour of system H,

<H1|H2)1|1 S [Hl © H2,SC2<H1 ) Hg)]

Proof: The first part of the inequality has already been
proved by Proposition 7. Moreover, since the Hadamard
product ® and the convolution product * are isotone (see
Property 5), we get

H1 * U1 j (Hl@Hg)*ul and HQ*UQ j (H1 @Hg)*ug.
Thus

H(u) = (Hy *u1) © (Ha * ug)
= [(H1 ® H2) *u1] © [(H1 ® Ha) * us].

For a 1|1 routing, Proposition 16 tells us that
(Hy @ Ho) xu1 © (Hy @ Ha) % ug =
Sco(Hy @ Ha) * (u1 ® ug) = Sco(Hy @ Ha) * u.
|

This result about “or’-connected Z,,;,, linear parallel sys-
tems bearing a 1|1 periodic routing shows that the be-
haviour of the whole system can be bounded between
those of two Zniy, linear systems. This result can also be
generalised to n sub-systems.

Proposition 19. For a “or’-connected system with n sub-
systems H; and a r = 1]1|... |1 routing, we have

(D Hi = (Hi|Hy| ... |Hy )11 = Sean(ED Hy),

i=0 i=0

or equivalently
(Hh®...0H,)*u

5.2 Conflicts with njm routing functions

Definition 20. (Residuation (Blyth and Janowitz [1972])).
An isotone mapping f defined on a complete dioid is said
to be “dually residuated” if for every b f(x) = y has a
lowest 10 solution denoted 2’ = f°(y).

Proposition 21. Mapping Sc,, is dually residuated. Its dual
residual is defined as follows:

sc’ (x) = |x/n].

Proof: Is suffices to remark that mapping Sc,, satisfies
Scp(aAb) = Scy(a) AScy,(b). In other words, the infimum
of all the solutions of Sc,(z) = y is always a solution,
and it is the lowest according to the canonical order (see
relation (1)). Thus Sc,, is dually residuated. O

10 according to the canonical order of Zy,in; the “lowest” here is to

be understood as the “greatest” in the natural order

Remark 22. Naturally, the following inequality is satisfied

Scn(Sc? (b)) = b. (2)

Proposition 23. A “or"™-connected system H = (H1|H2)p
is such that

H € [H1 ® Ha,Scomyn(Sey, (H1) @ Sc;, (Ha))l. (3)

Proof: Thanks to Proposition 16, we have the following
equivalences.

® A Zyin linear system of which impulse response is
Sc(Hy) is equivalent to the “or’-connected system
(Hal-- Hyy e
—_——— —_

m times
e Identically, a Z,;, linear system Sc,,(Hs) is equiva-
lent to the “or’-connected system (Ha|. .. |H2)1| It
—_——— —__

m times

n times )
n times

So, we claim that the following equivalence is also satisfied

(Scm(H1)[Scn(Hz))min =
(Hal - [Hy [ Ho| - [Ho)y g -
——

m times n times

m-+n times
In other words, we can transform a m|n routing problem
with 2 sub-systems into a 1|...|1 routing problem with
m + n sub-systems. Thanks to Remark 2,
H; < Sc(Sc’ (Hy)) and Hy < Sc,(Sc (Ha)).
Therefore,
(HILH2)m|n = (Scbm(SC%(Hi))\Scn(SCi(ifz)))mm =
(S (H1)| - [Se3u (H1) | 564 (F) - [Sh (Ha))y 1
——

m times n times

m-+n times
The result of Proposition 19 ends the proof. O
Definition 24. (Asymptotic slope). Let H € Zim be an

ultimately periodic counter function such that for all ¢t >
to,H(t) = N ® H(t —T). Let us denote by o(H) = & the
asymptotic slope of H.

It corresponds to the production rate in a manufacturing
context.

Property 25. Let Hy,Hy € Zlfnm be ultimately periodic
functions. Then

O'(Hl ® Hg) = U(Hl) + O’(HQ).

Timed event graphs are always characterised by ultimately
periodic behaviours. We can choose the routing m|n so
that the two endpoints of interval (3) have the same slope.
The routing function thus aims at giving the best possible
production rate, while reducing the uncertainty related to
an interval modelling.

Indeed, by setting r = m|n such that * = ZEE;;, we have

o(Sc;, (H1)) = o(Sey, (Ha)),

and also
o(H1® H2) = 0(Scmin(Sc’, (Hy) @ Sc’ (Hy))).

5.8 Application case

Let us consider the job-shop with two parallel production
lines u1 — y; and us — yo depicted on Figure 5. They



are described through their impulse response as follows in

Hy(6) = 6428%)*  Ha(0) = (8° @ 20°)(45%)*.

D |
. AOIOPO—_,

. O-l

oo
N O-O40- \)

Figure 5. Job-shop example

We have the following production rates for each sub-
systems:
J(Hl) = 2/3 and U(HQ) =1.

By applying a » = 2|3 routing, we guarantee a global
production rate of o((H1|Hz)g3) = o(H1) 4+ o(Hs) = 5/3.
Therefore, the behaviour of the whole shop is included in
the interval [H, H| = [H; ® Ha, SC5(SCZ(H1) &) ch(Hg))].
For this transfer line, we have (see Example 10)

H=H 6H, = (0"®25° ®46° © 657 @ 85°

©106'° @ 146" @ 18511)(205'2)*.

Besides,
Sch(Hy) = 54(16%),
and
(6% @ 16° @ 26*3
®361)(461%)*.

c3(Hz) =

In our case

Sc3(Hz) = Scy(Hh),
so we can actually compute the upper bound of the
interval, which is equal to

H = Sc5(Sch(Hy)) = (65 @ 56° @ 1063 @ 156'4)(20612)*.
For this example, for any input u, the output (H;|Hz)z)3(u)
is greater than H *u and lower than H  u. Figure 6 gives
of graphical representation of counter functions H and H.

Let us note that the infimum H is the fastest behaviour.
The grey zone corresponds to the uncertainties.

events/
26 b

24 "

2 .

20 :

18 —

16
14 —

I

10

S N & O
ki

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20time

Figure 6. Impulse Response of both interval endpoints

6. CONCLUSION

Thanks to the dioid of intervals, as defined in the work
of Mehdi Lhommeau (Lhommeau et al. [2004]), systems

which are not linear in dioid Z@az can be described by an
interval of which endpoints are Z,, . linear. This approach
allows for using results of the theory of dioids on the
endpoints of such intervals, in order to study the properties
of these systems.

In this paper, we showed that a system composed of
parallel sub-systems in conflict over the single input of
the general system can be bounded by two Z,,q, linear
system, provided a periodic routing upstream all the sub-
systems. Each endpoint represents either a slower or a
faster input/output behaviour than the actual one. When
studying manufacturing systems, a routing policy can be
chosen so that the systems represented by the endpoints
of the interval have the same production rate.

The problem of modelling mutual exclusion sections of
manufacturing systems in such a dioid of intervals has
already been addressed in Boutin et al. [2008]. Thanks to
the contribution of this very paper, under some periodicity
constraints, some classes of manufacturing systems can
now be formally represented in a dioid. The next step is to
merge these two results into a global modelling approach
and to put it to the test on a system including both mutual
exclusion sections (as when two production lines merges
and where pallets cannot overlap) and periodic routing
sections (for example at a conveyor turnout).
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Modeling and Control of Weight-Balanced Timed
Event Graphs in Dioids

Bertrand Cottenceau, Laurent Hardouin, and Jean-Louis Boimond

Abstract—The class of timed event graphs (TEGs) has widely
been studied thanks to an approach known as the theory of max-
plus linear systems. In particular, the modeling of TEGs via formal
power series in a dioid called AM{*[+, 6] has led to input—output
representations on which some model matching control problems
have been solved. Our work attempts to extend the class of sys-
tems for which a similar control synthesis is possible. To this end,
a subclass of timed Petri nets that we call weight-balanced timed
event graphs (WBTEGs) will be first defined. They can model syn-
chronization and delays (WBTEGs contain TEGs) and can also
describe dynamic phenomena such as batching and event dupli-
cations (unbatching). Their behavior is described by rational com-
positions (sum, product and Kleene star) of four elementary opera-
tors v, &%, 14, , and 3, on a dioid of formal power series denoted
E£*[[6]. The main feature is that the transfer series of WBTEGs
have a property of ultimate periodicity (such as rational series in
MP*[~, 8]). Finally, the existing results on control synthesis for
max-plus linear systems find a natural application in this frame-
work.

Index Terms—Controller synthesis, dioids, discrete-event sys-
tems, formal power series, residuation, weighted timed event
graphs (WTEGs).

1. INTRODUCTION

INCE the beginning of the eighties, it has been known
S that the class of timed event graphs (TEGs) can be studied
thanks to linear models in specific algebraic structures called
dioids (or idempotent semirings) [1], [5], [9], [14], [19]. Among
different representations, a description of TEGs by the means of
operators is possible. By denoting ¥. the semimodule of counter
functions!, one can describe their behavior by combining two
shift operators (see [1, Ch. 5], [5]) denoted, respectively, v :
Yo Yandd: X — X

(ya)(t) = (1) + 1; (6x)(t) = x(t — 1). (1)

The input—output behavior of a TEG is then described by a
transfer matrix the entries of which are elements of the rational
closure of the set {, ¢,, 6}, where ¢ (resp. ¢) is the null (resp.
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IA counter function x : Z — Z,t +— x(t) gives the cumulative number of
occurrences of the event labeled x at date t. Such a function plays the role of
signal.

neutral) operator. In other words, the input—output behavior of
any TEG can be written with a finite expression involving these
operators. Moreover, it is shown in [1], [10], and [9] that a ra-
tional expression can be turned into a canonical form which is
ultimately periodic. The algebraic structure for the calculus of
transfer series for TEGs is a dioid called MZ2¥ [+, 6] introduced
in [5]. It is a set of formal series in two variables v and & cor-
responding, respectively, to the event-shift operator and to the
time-shift operator given in (1). This modeling has made it pos-
sible to elaborate software tools to compute the transfer matrix
of any TEG in MZ*[~, 6] [7], [9]. These tools also contribute to
the performance evaluation of discrete event systems since the
ultimate periodicity of a TEG corresponds to its production rate
(number of events by time unit).

Moreover, an input—output model is well suited to address
some model matching control problems such as the ones studied
in [6], [15], [17], and [13]. These control strategies have clearly
been elaborated by analogy with the classical control theory, i.e.,
controllers are computed so that the closed-loop system matches
a given reference model. The role of the controller is to filter the
system input in order to achieve some given performance. When
applied on a manufacturing production system, the controller
obtained with that approach leads to improve the internal flows
of products and to reduce the internal stocks.

The objective of the work presented here is to study the class
of weighted timed event graphs (WTEGs) [18], i.e., TEGs the
arcs of which are valued by positive integers. In comparison
with TEGs, the modeling power is greatly increased since in
addition to synchronisations and delays, WTEGs can describe
batch constitution (several successive input events are neces-
sary to release one output event) and duplication (one input
event releases several output events). These phenomena are
usual in manufacturing systems (batch/unbatch) and cannot be
accurately modeled with ordinary TEGs.

In the literature of discrete event systems, the analysis of
WTEGs is discussed for instance in [2], [18], and also under
an equivalent graphical model called Synchronous Data Flow
graphs (SDF) in [16], [21]. In these works, WTEGs are consid-
ered as modeling tools both for manufacturing systems and for
computation in the field of concurrent applications. The main
concerns are the throughput computation of a given system [8]
and the possibility of elaborating a periodic schedule [2], [18].
Due to the importance of the synchronisation phenomena in
these systems, several papers based on the max-plus theory are
available. In [8], [11], the throughput of a SDF is computed
thanks to a max-plus model. In [4] and [12], a class of fluid TEGs
with multipliers (TEGMs) is modeled by formal series in a spe-
cific dioid. The TEGMs can be seen as a continuous approxi-

0018-9286 © 2013 IEEE. Personal use is permitted, but republication/redistribution requires IEEE permission.
See http://www.ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.html for more information.



1220

mation of the (discrete) WTEGs considered here. Nevertheless,
as mentioned in the conclusion of [4], the fluid behavior can
be arbitrarily far from the discrete one. Therefore, the (discrete)
WTEGs deserve a specific study since they cannot be analysed
with the tools introduced in [4].

The main motivation of our work is to tackle the controller
synthesis for WTEGs. More specifically, we aim to solve some
model matching control problems (such as [6], [13], [17]) for
the class of WTEGs. Let us note that this adaptation of existing
results is not so immediate since all these works rely on an
input—output representation (transfer function) which was not
available yet for WTEGs. In that context, our main contribu-
tion is to provide a description of the input—output behavior of
WTEGs by formal power series the variable of which can be
assimilate to operators. In addition to operators v and ¢ de-
fined in (1), two additional ones denoted 3, and i, are in-
troduced to describe a batch operation (division operator) and
a duplication phenomenon (multiplier operator). The main re-
sult of our paper is to show that for a subclass of WTEGs that
we call weight-balanced timed event graphs (WBTEGs), the
input—output behavior is necessarily described by a rational ex-
pression (with operators ¥", &*, j4,,, and 33 ) that can be turned
into an ultimately periodic form. As for TEGs, periodic phe-
nomena are still a prevailing aspect of the behavior of WBTEGs.
The algebraic structure used to obtain these results is a new dioid
called £*[[¢] that encompasses dioid M2*[y, 6].

The paper is organized as follows. In Sectlon II, the subclass
of weight-balanced timed event graphs is first defined. Then, the
modeling of WBTEGs thanks to the additive operators v, &,
tm, and Oy is presented. A new dioid of formal power series
denoted £*[6] is introduced in Section III. The formal series
have a graphical representation that is also given in that section.
The results concerning the ultimate periodicity of WBTEGs’
transfer series are stated in Section IV. This part lies on tech-
nical proofs adapted from the work on the rational calculus in
M2[~, 8] introduced in [9], [10]. Finally, the question of con-
trol synthesis for WBTEGs is addressed in Section V after some
reminders on the residuation theory.

II. WEIGHT-BALANCED TIMED EVENT GRAPHS (WBTEGS)

Definitions

Weighted Event Graphs (WEGs) [18] constitute a sub-
class of generalized Petri Nets given by a set of places
P = {p1,....pm} and a set of transitions T" = {¢1,...,%,}
(see [20] for a survey on Petri nets). An event graph cannot
describe concurrency phenomena, then every place pr. € P
is defined between one input transition ¢; and one output
transition £,. The arcs #; — p; and pr — 1, are oriented
and valued? by strictly positive integers denoted respectively
w;(py) and w,(pg). A transition without input (resp. output)
place is called a source or input (resp. sink or output) transition.
An initial marking (a set of initial tokens depicted with black
dots) denoted My (py) is associated to each place p, € P. A
given transition #; is said enabled as soon as each input place
p; contains at least w,{p;) tokens. A transition can be fired only

2From a graphical point of view, the valuations are depicted directly on the
arcs.
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Fig. 1. Weight-balanced timed event graph.

if it is enabled. At each firing of a transition, w,(p;) tokens are
removed from each input place p;, and w;{p;,) tokens are added
to each output place py.

1) Example 1: For the WEG depicted on Fig. 1, ¢, (resp. t4)
is an input (resp. output) transition. The initial marking is given
by Mo(p4) = 1, Mo(p5) = 1 and Mo(pe) = 2. All arcs are
assumed to be 1-valued except when mentioned, for instance
wi{ps) = 3 and w,(p1) = 2. Transition ¢4 is enabled when
place p4 has two tokens and place p3 has one token. The firing
of transition ¢, adds three tokens to place p3.

Definition 1 (Gain of a Path): The gain of an elementary
(oriented) path t; — pp — %, is defined as I'(#;, pi. to) £
wi(pr)/wo(px) € Q. For a general path = passing through sev-
eral places, the gain corresponds to the product of elementary
paths, ic., I(m) = [T, ¢, wilp;)/wo(ps).

Definition 2 (Neutral and Weight-Balanced Event Graph): A
WEQG is said neutral if all its circuits have a gain of 1. A WEG
is said weight-balanced if Vt;,t; € T, all the paths from ¢; to
i; have the same gain (gains are balanced for parallel paths).
Therefore, a weight-balanced event graph is necessarily neutral.

A holding time denoted A(p;) € N can be associated to each
place pr. € P ofa WEG. Each token entering in a place pj, has to
wait A(py,) time units before contributing to enable the output
transition. A WEG with holding times is called a weighted timed
event graph (WTEG). Hereafter, we will only consider weight-
balanced timed event graphs (in short WBTEGs).

Definition 3 (Earliest Functioning): The earliest functioning
of a WTEG consists in firing transitions as soon as they are
enabled, except for input transitions that are fired in accordance
with input trajectories.

2) Example 2: For the WTEG depicted on Fig. 1, holding
times are attached to places: A(p1) = 2, A(ps) = 1, A(ps) =
1, and A(ps) = 2. This is a Weight-Balanced TEG since it is
neutral and all the parallel paths from #; to #4 are balanced (they
have the same gain equal to 3/2). For instance, I'(¢1, p1,t2) =
1/2 and T'(¢1, p2, t3) = 3. The input—output gain of 3/2 rep-
resents the fact that the average functioning of the system pro-
duces three output events for each two input events.

A. Algebra of Additive Operators

A dioid [1, Ch. 4] (or idempotent semiring) is an algebraic
structure with two inner operations, a sum and a product. The
sum is commutative, associative and idempotent (¢ 6 a = a)
and the product is associative and distributive over the sum. The
neutral elements of these operations are usually denoted ¢ for
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the sum, and e for the product. Since the sum is idempotent, a
natural order can be associated to a dioid:

ar-b <<= a=adb. 2)

When the sum of any finite or infinite subset of a dioid is defined,
and the product distributes over infinite sums, the dioid is said
complete. A complete dioid is a partially ordered set (poset) with
a complete lattice structure: the infimum operator is defined as
anNb=@{zlr e =aandz b = b}. On a dioid, since
the order is partial, two elements @ and b may be incomparable:
a # band b £ a, which is denoted by al|b.

For WBTEGs modeling, a counter function z; : Z — Z U
{40} is associated to each transition #;: z;(7) gives the cu-
mulative number of events ¢; at date 7. A counter function is
naturally non-decreasing: 7, < 7, = #(7,) < x(7,). The set of
counter functions denoted ¥ has a semimodule structure for the
internal operation ¢ = min and for the scalar operation defined
by A.z(t) = z(t) + A. An operator is a map H : ¥ — X which
is said linear ifVa,y € X,a) H{z ¢ y) = H(z) & H(y) and
b) H(A.x) = A H(x). An operator is said additive if only a) is
satisfied.

Definition 4 (Dioid O of Additive Operators [19]): The set
of additive operators on 3., with the operations defined below,
is a non commutative complete dioid denoted O: x € X,
VHl, He € O

Hy @& Ho 2V, (Hy1 @ Ha)(x) = min(H, (x), Ha(x))
Hy o Hy £Va, (H1 0 Ha)(x) = Hi(Ha(w)).

The null operator (neutral for ¢ and absorbing for o) is denoted
£:Vx € I, (ex)(t) = 400 and the unit operator (neutral for o)
is denoted ¢ : Vr € I, (ex)(t) = z(t).

For the sequel, we will simply denote Hz: (instead of H(x))
the image of the counter z € X by the additive operator H &€
©, and we will also often omit symbol o for the product of O,
HiHy = H; o Ho. Two additive operators H1, Hy € O are
equal if Ve € 3, Hix = Haz.

Definition 5 (Elementary Operators in WBTEGs): The
dynamical phenomena arising in WBTEGs can be described
thanks to the next additive operators in O: let x € X be a
counter

TEL Y, (

veln" Y, (

beN* Gy Yo, (Gpx)(t) = |z(t
m € N*, pm :Vz, (

where || is the greatest integer less than or equal to o € Q.
We can remark that the unit operator e has various expres-
sions: e = 4% = 8% = p; = Br.
Proposition 1: The next formal identities can be stated

,_yn,yn — ,YnJrn/; 5t($t/ 6t+t/ (3)

")/n @ "Y — ,.ymm n,n ) 5t N (St 5max(t,t/) (4)

Y&t =6 it = 61um; Bud' =68, (5)
o™ =" s By = By (6)

Proof: For all counter ¢ € X we have (3): V¢, (z(t) +
nY+n=z{t)+(n +n)andx(r —t ') =x(r — (t+1)).
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Equation (4): V¢, min(z(t) +n, z(t)+n') = z(¢) +min(n, n’).
Since V¢, x(t) > (¢ — 1), then min(x(r — t),x(r — ') =
x(T — max(t,t')). Equation (5): immediate equation (6): . X
(z(t)+n) =mx x(t)+ m xnand |z(t)/b] +n = |(x(t) +
nxb)/bl. |
Definition 6 (Kleene Star): The Kleene star of an operator is
defined by: VH € O, H* = Qe H' = e HOH* @
with H* = Ho...oH (n times).
Theorem 1: On a complete dioid D, the implicit equation
x = ax @ b has x = a*b as least solution.
Proof: see [1, Th. 4.75] |
Theorem 2. For all operator H € O, the next equalities are
satisfied: H = H(671)* = (67 1)*H = (41 H = H(¥1)*.
Proof: Since a counter function x is monotone, then
Vt,x(t + 1) > 2(t) <= 6 'z < x. For the same reason,
Vi, o) +1 > x(t) <= ~x = z. Therefore, Vo € X,VH €
O, H(v") s = He = (' )" He = H(6 ) e = (67 1)*Hae. B
Theorem 3: On a complete dioid D, with a,b € D, k € N*,
one has

(a®b)" = a™(ba™)" ™

(ab*)* = e®ala® b)* ®)

a* =@ (edad... o) (9

if D is commutative (a @ b)* = a*b". (10)
Proof: These results can be found in [9, Prop. 4.1.6] and

in [1, Sec. 4.8] |

Definition 7 (Redundancy): Let us consider an expression
w = 01D02B...Do,, witho; € O. A term o; is said redundant
forw ifw = @ o; = @{o:|o; # 0;}. In other words, removing
o; does not change the expression w.

1) Example 3: In the following expression 7162 & 4361 @

%63, operator v361 is redundant. Indeed, by applylng 4),
1(52 =762 @707 @ P8 = AP 24162

B. Modeling of WBTEGs s

The WBTEGs are analyzed here with the earliest functioning
rule (see Def. 3). We can model a path of a WBTEG by a product
of operators in O, the synchronization of parallel paths by a
sum &, and the circuits by the Kleene star of operators. Each
elementary path t; — p, — t; of a WBTEG, where My (ps) is
the initial marking of place py and 7 = A(p;.) its holding time,
can be described by the relation

Mo (pr)

(11)

where z; (resp. «;) is the counter function associated to transi-
tion ¢; (resp. t;).

1) Example 4 (WBTEG of Fig. 1): For the WBTEG depicted
in Fig. 1 and for the earliest functioning, we have

x2(t) = min(LMJ za(t —2) 4+ 1)
z3(t) = min(z1(¢) x 3, z3(t — 1) + 2).

Ly = ﬂ“ Yo (Ph )’Y Nuz,;(p;c)(s-rf[fi

Therefore, the counter functions are linked by 25 = 2 8%x1 @
v'625 and thanks to Theorem 1, 25 = (y16%)* #2622, Sim-
ilarly, 73 = (v%6%)*u3x;. Finally, the counter function as-
sociated to the output transition is x4 = psze @ Poy'6les =
(p3(v162)*B326% @ Boy 61 (4281 )*1u3)w1. The input-output be-
havior (or transfer function) of the WBTEG is described by the
rational expression ju3(v162)* 326 & Boy 6L (v261)* 3 in O.
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Theorem 4 (Transfer Matrix of a WBTEG): The be-
havior of a WBTEG is described by a matrix the elements
of which belong to the rational closure of the set of opera-
tors Onr g = {e.e,v 8% pav...,par, Bo, ..., 85} where
B = max; wo(p;) and M = max; w;(p;) withp; € P.

Proof: For each place p; an operator B,y" 1,6 [see
(11)] is associated. Therefore, the different graph compositions
(parallel, serial, feedback) are expressed by operations in
{®,0,+}. Since a WBTEQG is a finite graph, the rationality is
straightforward. ]

III. GRAPHICAL REPRESENTATIONS OF OPERATORS

According to (5) in Prop. 1, operator ' can commute
with any simple or composed event operator. For instance,
S 8233281 = AlpaBedt = &%ylusBy. Hence, in every
finite composition (product) of elementary operators in
{6%. 4™, tmm, By}, the time-shift operator can be factorized.
That is why operations can be evaluated separately, on the one
hand on event operators and on the other hand on time-shift
operators.

A. Bi-Dimensional Graphical Representation of E-Operators

1) Event Operators.: The set of operators generated by sum
and composition of operators in ¥", i, and 3, has a dioid
structure.

Definition 8 (Dioid £): We denote by & (for event) the dioid
of operators obtained by sums and compositions of operators in
{e,e,¥™, b, Bp}, with n € Z, and mn, b € N*. The elements
of £ are called E-operators hereafter.

Dioid £ is a complete subdioid of O (additive operators).
Since operation o is not commutative on &, checking the
equality of two E-operators is not immediate. Nevertheless, the
comparison of E-operators is possible thanks to an associate
map called counter-to-counter (C/C) function. Since an E-oper-
ator w € &€ induces modifications only on the event numbering
(no time shift), its instantaneous behavior is described by a
function denoted F : Z — Z.

Definition 9 (C/C Function F): For a given E-operator w in
&, we denote by F,, : Z — Z,k; — k, the mapping which
maps its input counter value %; to its output counter value k,.
F.» is obtained by replacing z(¢) by k; in the counter equation
(wx)(t) where z € X.

2) Example 5: For instance (B2 psz)(t) = [(3 x x(t) +
1)/2]. By replacing z(¢t) € Z by a value k; € Z, we obtain
Faomips (ki) = (3 x ki) + 1)/2] (see Fig. 2). For operator
Bay" 3, if k; input events have occurred at a given date ¢, then
k. = [(3 x k;) 4+ 1)/2] output events have occurred at date ¢.

The C/C function F,, gives an unambiguous representation
of E-operator w and leads to a natural bi-dimensional graphical
representation in Z2. On the graphical representation, the axis
are labeled by I-count (input count) and O-count (output count).

Due to the non commutativity of product in O, checking
the formal identity of operators is not immediate. Nevertheless,
when restricted to operators in &£, the equality can be checked
thanks to the C/C function

w1, wg € E,un = we = Fu = Fuyy-

(12)
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Fig. 3. Input-output equivalence: 332~ O ¥ 332 = Boyips.

Moreover, we have an isomorphism between £ and the set of
C/C functions

Fooy pw, = Min{Fy,, Fuy) and Foyjowy = Fuoy © Fuwy- (13)

In other words, the calculus on C/C functions is an alternative
to the formal calculus on £.

3) Example 6: Thanks to (12) and (13), we can check
the equality pu3Bay' @ v2usfe = Boy'us, even if Prop. 1
does not give all the formal equalities necessary to obtain that
result. On the right-hand side of Fig. 2, Fg,.1,,, is depicted
with gray dots, and on the left-hand side, F,, 3,1 is depicted
with black dots and F.2,.g, with white dots. Obviously,
Figmips = min(Fy,,g,41, Fy2pys,). When translated into
a WBTEG model, the previous identity means that the two
WBTEGSs depicted in Fig. 3 are equivalent from an input—output
point of view: the same input sequence will produce the same
output sequence.

4) Graphical Considerations: The relation on E-operators
can be viewed from a geometrical point of view.

Partial Order on &: thanks to (2), the comparison in & is
interpreted as follows:

w1 R wr = w1 P we = wo
<= min(Fuys Fus) = Fus
g fzul Z ﬁug-

In Fig. 2, the gray zone corresponds to the domain of E-op-
erators less than w according to the order (2). For instance,
we can see on the right-hand side of Fig. 2 that F.5,,, 3,1 >
F 33~ s » Which corresponds to v 113827 < 27" 3. The right
side of Fig. 2 shows that operator 32! 3 dominates? operator
3 13 32y . From a practical point of view, if these two operators
are synchronized, the behavior of operator B2y 143 is dominant.

3The domination designation comes from [5].
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Left and Right Product by v™: For w € &, the left and the
right product by ¥ are graphically described by shifts in Z2,
say

Fopmw <= F, shifted by n units to the top in Z*(7)
Fumn <= F, shifted by n units to the left in Z*(«).

B. Periodic E-Operators

Definition 10 (Periodic E-Operator): An E-operator w € &
is said (n, n')-periodic, or simply periodic, if F,, satisfies Vk; €
2, Fo(ki +n) = Fulks) +n'.

Clearly, ™, ji,,, (s are periodic E-operators since

Fon(0) =, Fon (ki + 1) = Fon (ki) + 1
F/J"m, (0) = 07‘7: ' (kl + 1) = F;Lm(ki) +m
‘Fﬁb(O <k < b) = 07‘7:[11) (k’i + b) = f;/fb(ki) + 1.

~™ is (1, 1)-periodic, ji, is (1, m)-periodic and 3y is (b, 1)-pe-
riodic. The set of periodic E-operators is denoted &y,

Definition 11 (Gain of w € Eper): Let w € &y, be
a (k, k')-periodic E-operator. The gain of w is defined as
T(w) = K'/k. 1t is the average slope of F,,. An E-operator is
said conservative if I'(w) = 1.

Proposition 2: Let wyi,wa € &y be two periodic E-opera-
tors. We have

wiws € Eper and I'{(wiws) = T'(w1) x T(wa)
1f1"(w1) = F(wg) then w1 B wo € gper
if T'(w1) = T(ws) then wq A wy € Epey.

Proof: Since wy and wo are periodic then F,, (k; + k1) =
Fu, (ki) + ki and Fo, (ki + ko) = Fu,(ki) + kb. Hence,
Fs (]%‘i—l-klk‘Q) = Fu, (ki)—Fk‘lk’z and F,,, (sz (]%‘,i—l-kle)) =
Fooy (Fuy (ki) +haky)= Foy (Fuoy (ki) +k1ky = Fuyu, (ki) +
k1 k. Therefore, operator wqws is a periodic operator the gain
of which is (k1k%)/(k1kz). For the sum of operators with the
same gain, both operators can be written with the same peri-
odicity: Fo, (k; + k1ka) = Fu, (ki) + klko and F, (ki +
kiks) = Fup (ki) + khky with ki ks = k1k) since T'(w,) =
T'(w2). Hence, min(F,, , Fy, ) is also periodic. By symmetry,
the max (A) of two periodic E-operators with the same gain is
also periodic. |

Proposition 3: The E-operators arising in WBTEGs are
periodic.

Proof: Due to the definition of WBTEGs (see Def. 2), the
parallel paths have the same gain. Thanks to Prop. 2, the pe-
riodicity of E-operators is therefore kept by the serial and the
parallel compositions of WBTEGs. |

A periodic E-operator w &€ &g, can be handled by the
means of a finite representation, which will make a finite data
description adapted to a software implementation possible.
A (k,k')-periodic E-operator can be represented by a pair
(k, k") € N*? describing the gain T'(w) = &’/k and the values
of F,,(k;) for one period k; € {0,...,k — 1}. The canonical
form of a periodic E-operator is strongly linked to the possi-
bility of describing a periodic C/C function with a canonical
form. First, it is clear that a (k, &")-periodic C/C function F,, is
also (nk, nk’)-periodic, for n € N*. Conversely, a (k, k')-pe-

1223

riodic C/C function F,, may have a shorter periodicity if there
exists n’ € N such that Vk;, F,(k; + k/n’) = k' /n’. All the
periodicities of a given E-operator are therefore totally ordered.

Definition 12 (Least Periodicity): The periodicity of a
periodic operator is defined as the least pair (%, k') such that
Vk,,j,]:“,(k.,; + k’) = k.

Remark 1: For a given representation of a (k, % )-pe-
riodic operator w € &, finding the least periodicity
amounts to finding the greatest integer » such that w is
also (k/n, k' /n)-periodic.

The canonical decomposition of an operator w € &, is
based on a sum of specific E-operators defined hereafter.

Definition 13 (V Operator): Let us denote by V,,;, and
V., the next composed E-operators V,,;, £ tm Oy and
vn é /Lnﬂrr

Let us note that V,,,|, is (b, m)-periodic and that it is graph-
ically represented by a staircase C/C function: Fv, (ki) =
7n,Lki/bJ,say]:vm|b(0 <k < b—l) = O,and]-"vm‘b(ki—l—b) =
Fv,.,(ki) + m. For instance in Fig. 2, operator F v, 1,
which is (2, 3)-periodic, is depicted on the right-hand side with
black dots.

Proposition 4 (Canonical Form of w € &,.,): A periodic
E-operator w has a canonical form which is a finite sum given
by w = @?:1 Y Vo bfy”i‘r without redundant terms and such
that 0 < n} < b.

Proof: First, F,, is written with its least periodicity
(see Def. 12). This form is a canonical (b, m)-periodic form
of F,. Then, F, can be expressed as the minimum of b
functions F,, = min(Sy,...,Sy_1) where function S; is a
(b, m)-periodic function given by S;(0 < j < i) = F, (%)
and S;(i < j < b —1) = F,(i) + m. Each function
S, is a staircase (b, m)-periodic function which is also the
C/C function of an operator W"Vm‘w"’/, more specifically
S, = F,,I,.’Fu,(i)vm‘bq,hflfz. Finally, the canonical form of w
is obtained by summing €3°_) eV, ,v0 "1 and by
removing all the redundant E-operators from that expression,
if any. At the end, w is expressed by a sum of incomparable
E-operators which is unique since the considered representation
of F,, is canonical. [ |

1) Example 7: Let us consider operator (3oy!p3 the C/C
function of which is Fg,.1,,(ki) = [(3k; + 1)/2]. This
(2,3)-periodic function is such that Fg, 1, (0) = 0 and
Fytps (1) = 2. Therefore, the canonical form of Foy'ps is
YOV327" @ 7 V3127, or simply Va7 & 7° V3o since 4
is the unit operator (see Fig. 2). As a second example, let us
consider the E-operator Jip3. We have Fg, . (ki) = [3ki/4]
which is (4, 3)-periodic. Then, by expressing the values of the
C/C function for one period we obtain: F3,,, (0 < k; < 1) =0,
Fop5(2) = 1 and Fg,,,(3) = 2. Hence, we have
Baps = YVsuy® @ vOVau7” & v ' Var' @ Ve
In this expression 70V3|473 is redundant since v* < 7% =
’yovg‘_(y?’ = ’yOV3‘4’yz. Finally, the canonical form of (34 is
Vsa7® @' Vaur' @ vV

C. Dioid £*[]

The previous subsection shows that E-operators generated
by WBTEGs are periodic and have a canonical form. Since
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Fig. 4. Graphical representation of %13 32715 (on the left) and 32738 (on the right).

time-shift operator 6™ can commute with all the E-operators (see
Prop. 1), then the operators generated by WBTEGs can be de-
scribed by the means of formal power series in one variable ¢
denoted &P i w; 6%, where coefficients w; are taken in Eper and
the exponents are in Z.

Theorem 5 ([1]): The set of formal power series in variable
z with exponents in Z and coefficients in a complete dioid D is
a complete dioid denoted D[~].

Theorem 6 ([1]): The quotient of a dioid (D, ¢, ®) by an
equivalence relation R compatible with ¢ and & is a dioid de-
noted D% .

Definition 14 (Dioid £*[6]): We denote by £[6] the complete
dioid of formal power series in one variable é with exponents
in Z and coefficients in the non commutative complete dioid £.
We denote by £*[¢] the quotient £[6] /=~ where the equivalence
relation considered is defined as: s,, 5, € £[0]

Sa =" 8y <— .5‘(1,(6—1)* = Sb(§—1)*.

(14)

A series s € £*[6] is written s = ), s(t)6" with s(t) € £.
For two series s1, 52 € £*[8]:

s1® 52 = P (s1(t) @ s0(4)) 8

tez
51 @ 89 = @ ( @ s1(1) o .52(7")> st
teZ \7+7'=t

Adding the quotient structure by (14) allows us to assimilate
the variable ¢ in dioid £*[6] to the time-shift operator §1 : 31 —
Y, z(t) — x(t—1) indioid O. Therefore, all the identities given
in Prop. 1 hold in £*[6]. Dioid £*[[§] is the algebraic structure
the best adapted to handle operators given in Def. 5.

The series of £*[4] have a graphical representation which
consists in describing each monomial s(#)6¢ in Z3, where coef-
ficient s(¢) € £ is described by its C/C function in a I-count x
O-count plane which is located at value ¢ along the T-shift axis.
To improve the readability, the three-dimensional representation
has been truncated to the positive values.

Thanks to equalities in Prop. 1, let us note that for wq, w2 €
Eper and t1,t> € Z, we have

'wlc‘itl = 'lUQ(StZ < w; R we and t; < is.

(15)

Therefore, a monomial a = w,6* in &, [6] dominates all the
monomials wé? such that w < w, and ¢ < t,. For each mono-
mial, the subspace of Z3 which corresponds to the dominated
operators is depicted as a gray shadow.

1) Example 8: In order to give a graphical interpretation of
the partial order in £*[§], the representation of 313 32y 6! and
Boy 1136* have been juxtaposed in Fig. 4. Each monomial is
depicted as well as the gray shadow corresponding to the do-
main of dominated monomials. Since v2 13 F2v1 < oy (see
Fig. 2) and §' < 6%, then v3p3foy'6' < Boy'p3é*. From a
graphical point of view, if the representations of 731332y 61
and B9y p136* are merged into the same picture, the shadow of
Boyuzé* clearly hides the representation of v° 3 Bav! 6L,

Remark 2 (Simplifications): By representing each monomial
of aseries s € £7,,.[6] with its gray shadow in Z*, the graphical
representation naturally hides the redundant monomials of the
series. It is the geometrical interpretation of the simplifications
that can be done in £*[§]. Let us note that the gray shadow of
monomials in £*[¢] is the natural extension in Z* of the south-
east cones used to describe monomials in M [, 6] (see [5]).

n

D. Polynomials in £, [6]

Due to the specific structure of WBTEGs, we do not consider
the whole set of series of £*[4] but only the series the coeffi-
cients of which are periodic E-operators. This subset is denoted
EperlO].

Definition 15 (Balanced Series in £;,,.[6]): A series s =
@ s(t)6" € £, [6] is said balanced if all its coefficients s(t) €
Eper have the same gain. The gain of s is denoted I'(s) and
corresponds to the gain of all its coefficients. A balanced series
is said conservative if T'(s) = 1.

The series that can be described by finite sums @3;1 s(t;)8%
are called polynomials.

Proposition 5 (Canonical Form of Balanced Polynomials):
Letp = @1\;1 w; 6% be a balanced polynomial of 5;&«_[/[6]]- The
canonical form of p is the unique expression p = @]\:1 w) 8%
such that w;- are in the canonical form of Prop. 4 and coefficients
and exponents are strictly ordered, that is to say

(16)

Proof: This form is obtained by sorting monomials ac-
cording to the exponents of §. Then, each coefficient is modified
as follows w’, = G};.\Zj w;. Finally, if t; < ;11 and w} = w} |,
monomial w;§* is redundant and can be removed. In the final

1<j SN =Lt < thy, andw = w)y,.
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Fig. 5. Ultimately periodic series in £__[4].

form p = G}N_l w; 6% (with N’ < N), coefficients and expo-
nents are strlctly ordered In other words, the remaining mono-
mials are incomparable (no further simplification is possible).
|

1) Example 9: Let us consider polynomial p = v V3y162 &
V232 D2V 361DV 3728 D2V 3167, First, the monomials are
sorted according to the exponent of §. Next, the coefficient of §2
is replaced by 7! V3y! @2 @ 42V3 @ V32 @ v Vayt =40,
Then, the coefficient of §2 is replaced by the sum v2 & ?V3 &
V3y? @ v2Vayl = V392 @ 4?V3, and so on. At this step,
p =88 (Va2 0+2V3)8 @ (Viy @ +2V3)6%a(Vayi @
¥2V391)6%8~v2V 3v167. Monomial (V372 &2 V3)63 is redun-
dant since the coefficients of § and é* are the same. Once it is
removed, the form obtained is such that the coefficients and the
exponents are strictly ordered, say p=624 (V37272 V3)5* @
(VJ’YZ @’sz‘j’yl)éﬁ @’szd’}/lé7

IV. WBTEGS ARE DESCRIBED BY ULTIMATELY

PERIODIC SERIES OF &, [6]

In this section, we will show that the behavior of a WBTEG is
described by ultimately periodic and balanced series of £, [4].
This result has to be compared to the well known result for ordi-
nary Timed Event Graphs [5, Th. 21]: the entries of the transfer
matrix of a TEG are ultimately periodic series of M, ¢].
For TEGs, operations (and algorithms) on ultimately periodic
series of MX[, 8] have already been investigated in [10] and
[9]. The developments given here are clearly in the same spirit

Since we consider WBTEGs, only balanced series of £,.[4]
are considered hereafter.

Definition 16 (Ultimately Periodic Series of £,,..[6]): A bal-
anced series s € £, [6] is said ultimately periodic if it can be
written as s = p & ¢(y”67)*, where v, 7 € N, p and ¢ are bal-
anced polynomials p = @@"_, w;6%, q = @]N:l W;6T5 with
Vi,j, wy, Wj S Sper-

The property of periodicity has a natural graphical interpre-
tation. In the graphical representation of s, the monomials of ¢
are depicted as a group of C/C functions that are periodically
shifted by 7 units to the increasing values along the T-shift axis
and by v units towards the decreasing values along the [-count
axis.

1) Example 10: Fig. 5 gives the graphical description of s =
V320% & Vapy 64 (76%)".
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Remark 3: A periodic form is not unique. For instance, s =
pDg(y"dT) and s = p D g D gy” 67 (vHT)* are two different
ultimately periodic forms of the same series.

Remark 4: Balanced polynomials in S;‘“ [6] can always be
considered as ultimately periodic series since (v16%)* = e.

Proposition 6 (Left and Right Periodicity): An ultimately
right-periodic series s = p & ¢(y”67)* in 5;”[[6]] has also an
ultimately left-periodic form s = p @ (v 67 )*¢’ where ¢’ is
a balanced polynomial. The left (resp. right) asymptotic slope
is defined as o;(s) = 7' /v (resp. o.(s) = 7/v), and the next
equality is satisfied I'(s) = 0,.($)/o1(s).

Proof: Let I'(s) = k'/k be the gain of s. The co-

efficients of polynomial ¢ = @D w;8% are given by
w; = @ify"‘ijvmﬂbj’ynéj with Vj,m;/b; = Kk /k. Let
us remark that thanks to (6), Vi, 57" = pim, B9 =
;Y 8o, = Y i, By, = Y™ Vi, pp,- More  gener-
ally, for &« € N, Vi, . y¥i = MY ;|b; - There-
fore, if we take B = lem(b;) and M = Bk /k, then
Vi, §, y™ii ij\b_ﬂ”;jﬁ’ = 'yM'y” CAYSTS 7 , and conse-
quently Vi, w;vP = yMwl. By applying (9)
( l/é‘T) — ( BVé‘BT) ( D . @'Y(B 1)1/6(3 1)7')

( ZL[VéBT) (6@ EB’Y(B 1Vé(B 1)7)
7

( ZUV(SBT)*

Finally, 0.(s) = /v and oi(s) = (B7)/(Mv) and
o.(8)/oi(s) =T(s) = k' /k. [ |

2) Example 11: For the series depicted on Fig. 5, a right-
periodic form and a left-periodic form are given by

5 =V326° ® Vyov' 6% (v162)*
=V326% & (7264 (V321" 6% & v*V5)26°).

The way the coefficients are periodically shifted is illustrated by
a set of arrows depicted on the picture. For this series, the slopes
are, respectively, o;(s) = 4/3 and 0,.(s) = 2.

The main result concerning the class of WBTEGs is that the
serial, the parallel and the feedback composition keep the ulti-
mate periodicity property. To obtain this result, one has to an-
alyze how the sum, the product and the Kleene star operations
behave on ultimately periodic series in £;,,.[].

For the next propositions, series s; and s; are pe-
riodic series defined as s1 = p1 @ ql( Y147)* and
s2 = pa @ q2(v67)" with p1 = @, 10115 Yogq =
B, W8T, py = @, ward, go = @ W™,
and wy;, wok, le, Wa € 5176‘1"

Proposition 7: Let s1 and s2 be two ultimately periodic series
of & [6]. If F(sl) = I'(s2) then s; @ s is an ultimately
perlodlc series of £7...[6] such that

o,.(81 D $2) = max(c,.(s1),0,.(s2))
o1(s1 @ s2) = max(o;(s1), 01(82)).

Proof: 1If (m/v1) = (m2/v2), by taking N =
lC’In(I/l,I/z) = kll/l = kgl/g and T = lel = I{?QTQ, then
by applying (9) we can express (y"16™)* = (ed 4" 6™ &

LD ,y(kzl—l)ylé‘(kl—l)rl)(,_yklylé‘klrl)*g and (7112572)* —

pm
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(@267 @, . @y va glka)ra)y(have ghama )% Therefore,
G (Y8 = G (yVET) and g2(v287)" = gp(yV 7).
Therefore, 51 ® s2 = p1 @ p2 ® (¢ © ¢)(YV6T)* is
also ultimately periodic. If (71/v1) > (7m2/12), according
to Lemma 4 (see the Appendix) we obtain that Vj,[ s.t.
1 <j < Ni,1 <1< Ny, then Wy;6T1i (47157)* is ultimately
greater than Wy, 6721 (7726™)*. In other words, q1(y"*6™)*
is ultimately greater than ¢s(v*26™)*. Finally, s1 4 so is
ultimately periodic with the periodicity of s . ]

Proposition 8: Let s1 and so be two ultimately periodic se-
ries of &, [6]. If F(sl) = I'(s2) then s1 A s2 is an ultimately
periodic series of £,.,.[4].

Proof: (Sketch of proof) The proof is similar. Two
cases have to be considered. If (71/v1) = (72/12) then we
can write the infimum as s; A 52 = (p1 @ ¢;(vV67)*) A
(p2 ® (YN 6D) )= (p1 A p2) @ (m A (YN 6T)) @ (p2 A
(YN B(gh (YN ET)Y* Agh(vN6T)*). The first three terms
are polynomials and the last one is an ultimately periodic
series the slope of which is T/N. If (t1/11) > (72/va), we
previously obtained that g (4" 6™ )* is ultimately greater than
g2 (¥*267™)*. In other words, 1 A s2 has the ultimate periodicity
Of.S‘Q. |

Proposition 9: Let s1 = p1 @ ¢1(v"*6™)* and s2 = pa &
q2("*6™)* be two ultimately periodic series of £,,.[¢]. Then

81 ® 89 is an ultimately periodic series such that I'(s; ® s2) =
F(Sl) X F(SQ)

o.-(51 ® 82) =max(o,.(s2),T'(s2) X 7,(s1))
o1(s1 @ s2) =max(oi(s1), 01(s2)/T(s1)).

Proof: Thanks to Prop. 6, we can write s; and so, respec-
tively, with a right-periodic form and a left-periodic form such
ass1 @8y = (pr@qu(y"6™)") @ (p2 ® (7"28™)"q3)= p1p2®
pl(,yuzéﬁ-z)*qé & ql(,ylllé‘n)*pz@ql(,ym 671)*(,YV26'72)*qé-
The first term p;p2 is a polynomial. The second and
the third term are explicitly equal to pl('y"é 57 Yy, =
(D wib™) (267 ) (D W56™) and (6™ )py =
(P W1, 6T13 ) (v"16™)* (D war6™). These terms are two
finite sums of periodic series with the same gain. Due
to Prop. 7, these terms are periodic too. In the last term,
(y"16™)*(y*26™)* is an ultimately periodic series in
M2[~, 8] (Th. 8 in the Appendix), and therefore in £*[4] too.
The term gy (77167 )* (72672 )* ¢, is consequently a finite sum
of ultimately periodic series in £;,,.[6]. The product s1 ® s
is finally a finite sum of ultimately series with the same gain
which is periodic by applying Prop. 7 again. ]

Let us now focus on the behavior of circuits in WBTEGs.
They are algebraically described by Kleene star operations on
conservative series of &.,.[6].

Proposition 10: Let s = p @ q(¥”67)* be a conservative
(I'(s) = 1) ultimately periodic series in £;,,.[6]. Then s* is a
conservative ultimately periodic series.

Proof: Thanks to Lemma 7 in the Appendix, we can
write polynomials p and ¢ with a non canonical form

@, 7" Vary ot and ¢ = @4V i67i. By
taking r = v &7 then monomial » commutes with pand q,
i.e.,pr = rp and gr = rq. Thanks to (9), series s can be written
s=p® q(e BAETH ... P ,Y(Arf—l)ué(i\l—l)'r)T* =p® (1/7'*.
Moreover, r also commutes with ¢’, i.e., ¢'r = rq’. By applying
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(7), one has s* (pEqu ) =
and thanks to (10), then *p* = (r @ p)*. Finally, by using (8),
we can write s* = p*(¢'(r ®p)*)* = p* (e ® ¢ (¢ Dr dp)*).
In that expression, (¢’ & r & p) and p are two conservative
polynomials. Thanks to Prop. 15 shown in the Appendix,
(¢’ @ r @ p)* and p* are two conservative ultimately periodic
series. Finally, it can be inferred that (e & ¢'(¢' ®r ® p)*) isa
conservative ultimately periodic series, and thanks to Prop. 9,
s* is periodic as well. |

Proposition 11 (Transfer of a WBTEG): The transfer matrix
of a weight-balanced timed event graph is composed of ulti-
mately periodic series of &.,.[4].

Proof: We recall first that all the elementary operators
¥, &%, i, and 3, can be considered as ultimately periodic
series (see remark 4). Then, due to the specific structure of
WBTEGs, the modeling by series in 5;6, [6] is such that:

* the sum (@) of series in £, [8] is necessarily done on se-
ries with the same gain (balanced property) and the period-
icity is kept by the balanced synchronization (see Prop. 7);

* the product of ultimately periodic series is done when the
serial composition of systems arises, and the product keeps
the periodicity property (see Prop. 9);

» the Kleene star is done only on conservative ultimately
periodic series since the loops of a WBTEG are neutral.
Thanks to Prop. 10, the Kleene star of conservative ulti-
mately periodic series keeps the periodicity property.

p*(¢'r*p*)*. Since rp = pr

]

Remark 5 (Canonical Form): The property of ultimate pe-
riodicity of WBTEGs does not depend on a specific periodic
form. However, by comparison to existing results for periodic
series in M [, 6], we think that a canomcal periodic form ex-
ists also for ultimately periodic series in £, [6]. Such a canon-
ical form would be useful for a software tool dedicated to pe-
riodic series in £7...[6] (such as [7] for M2X[v, §]). By trans-

per in
posing the results given in [10] and [9] and by ertmg a series

s =p®q(y'éT)* withp = B, w;d", q = @J L W8T,

the canonical form of s would be the unique one such that p
and ¢ are in a canonical form (Vi,j w; > w11, t; < tiy1,
Wj - Wj+17 Tj < Tj+1), wy, = Wi and Wy > Wi~¥ (such a
form is called a proper form in [10]), and finally the number n of
monomials in p is as small as possible, and the periodic pattern
q is also as short as possible (pair (i, 7) is as small as possible).

V. CONTROL OF WBTEGS

The input—output model obtained in the previous section for
WBTEGs allows us to consider some model matching control
problems such as the ones studied in [6], [12], [13], [15], and
[17] We only need to express the residuation of the product in

&Erer[0]. The first step consists in expressing the residuation of
the product in Epe,.

A. Residuation in &y

On a complete dioid, the product is not invertible, but the
theory of residuation developped in [3], and applied to idem-
potent semirings in [1], can be used to find optimal solutions to
some inequalities. On a complete dioid, mappings L, : x — ax
and R, : 2 — za are residuated. It means that ¥b, L,(z) < b
and R, (x) < b have maximal solutions, that are, respectively,
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denoted L¥ (b) = axb = @P{z|az < b} and RL(b) = bga =
@{x|ra < b}. Mappings L, and Rf are said residual map-
pings of L, and R,. When the dioid product is commutative,
then Lt = RY.

Theorem 7 ([1], [3]): On a complete dioid D,

abr 2 ¢ <= x = byaye = (ab)ye 17
xba = ¢ <= x = cpagh = cp(ba) (18)
(adb)x 2 ¢ <=z <X ayc Abye (19)
x(a®b) < ¢ < = = cpa A cpb. (20)

The dioid of E-operators denoted £ is complete. It is then
possible to define the residual mappings of L, and I?, on £.
More precisely, concerning the elementary operators of £, the
following results can be obtained.

Proposition 12: Let w € £ be an E-operator, then

Yhw =y""w wpy” = wy " 21)
Hm W = /Bmfym—lw Wolhy = w/Bm (22)
Byww = mw  wgfy = wy . (23)

Proof: Since operator 4™ is invertible (y"y~" =
v~ "y™ = e), then we obtain (21). For (22), the right product by
b 18 Invertible since G, i, = e. For the left product, by defi-
nition of the residual mapping: ji,,, 5w = @{v € E|pmv < w}.
Since w; = ws <= Fuw, = Fu,, then we have
pmyw = @Plv € E|F 0 > Ful = Plv € EmF, >
Fut= @{v € E|F, > F,/m}. Finally, F, . must satisfy
Vk € Z, F,, yolk) > Fu(k)/m, which is equivalent to
vk € Z, .'F oy (B) = [Fu(k)/m] = [(Fu(k) +m —1)/m]
where [x] denotes the least integer greater than or equal to x.
Translated into operators, we have i, 5w = B Y™ 1w
For (23), we know that the left product by 5, is invertible.

For the right product, we have
wey = @{7) € &Fup, > Ful
= Plv € EVh € T, F,(|k/b]) > Fulk)}.

Therefore, the C/C function of wg/3; has to satisfy the fol-
lowing constraints:

0 S k S b— 13-Fw¢/3b(0) 2 -7:10(k)
b<k<2b—1,Fup(1) > Fu(k)

nb <k < (n+1)b—1, Fupp,(n) = Fu(k).

Since F,, is a non decreasing function, .,Fwﬂggb must sat-
isfy Fugs,(n) = Fulln + 1)b — 1) say Fuyp, (k) =
Fo(bk + (b — 1)), which amounts to wg3, = wy* " tp,. W

1) Example 12: Let us develop the computation of
(vtu2)e(v2Baps) € €. By applying results from Prop. 12
and from Prop. 1, we obtain

= MQ\?(’Yl‘?(’Y2ﬁ3M4))

= po%(y (Y7 Bapa))

= Boy (v Batta) = Bov* Bapsa

=7 BoBsps = 7' Botia = v Bspra.

(7! a2 Yo(y* B3 pea)
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Let us note that the canonical form of ~'Baus is
’ylVQ‘g’Yl @ WQVQB. Since residuation is not an exact
inversion, we can remark here that the canonical form of
(Y ) [(v 2 (v Bapa)] = ¥ Vysy" & 4PV is different
from (v*Bapa) = 7’ Vaar® ® ¥ V' @ v V.
Proposition 13: Let us consider wy, w2 € Eper. Then wayw,
and wygw, are periodic E-operators such that I'(wopw;) =
T{(wn ) /T (ws) and T'(wypws) = T(wy) /T (ws).
Proof: Thanks to Th. 7 and Prop. 12, and since we can write
periodic E-operators as finite sums, w; = €, 'y"lvm‘,;y"rﬁ- and

wy = P; 7"V a1y, then

@7 IV ar7"™) @v V"]

= /\( "V ar 157" EBW Vo™ )
j

= A\ (ED V”J'uB[vaM17”]’7’“%57’”) :
j i

It is then a finite infimum of periodic E-operators, that is also a
periodic E-operator thanks to Prop. 2. ]

WoRW1 =

B. Residuation in £,,.[4]

Let us note that w, 6"+ 5wy 6% = wyxwy 6 ~ '+, Thanks to (19)
and (20), we can express the residuation of the product of bal-
anced polynomials. Let p; = @, wy,6" andps = @j wa, 6%
be two balanced polynomials in &;..[6]. Then, we can write
payp1 and p1gpa as

Dakp1 = @w2 §7i) @wl 8]

:/\<w ®w1(5t1>
= N

and

p1gp2 =

/\ [@(wli}éng )oti TR,

7 i

The computation of operations § and ¢ on balanced polyno-
mials is based on the residuation of coefficients in &,.,. (see the
previous subsection), and it is then equivalent to the infimum
operation on a finite set of polynomials in &, [6] which is a
balanced polynomial.

When we extend the computation of operations y and ¢ to ul-
timately periodic series of £,,.[¢], we can show that the residu-
ation of two periodic series can be computed with a fixed-point
iteration method.

Lemma 1 ([1]): The greatest fixed-point of II;(z) = axz A b
(resp. IL.(z) = z¢a A b) is a™xb (resp. bga™).

Proposition 14: Let s1 = p1 @ q1(7"*6™)* and s2 = p2 @
q2(y"26™)* be two periodic series in £,,.[¢]. If the mapping
(v726™ Yoz A (gays1) has a fixed point, then %51 is a periodic
series.
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Proof: We can write s2%s1 = [pa b q2(v"26™ )" )ys1 =
P2vs1 A (Y2872 )*y(qaxs1) (according to (19)). Thanks to
Lemma 1, if (v*26™ sz A (g2%s1) has a fixed point, then so%sq
is shown to be expressed as the infimum (A) of a finite set
of periodic series with the same slope. Thanks to Prop. 8, the
result is also periodic. ]

Remark 6: Prop. 14 gives a practical way to compute the
residuation of two ultimately periodic series in & ,.[6]. How-
ever, it should be kept in mind that the fixed-point iteration
method does not necessarily terminate in a finite number of
steps. The convergence depends on the ultimate slopes of se-
ries. This aspect would need more developments to be clarified.

C. Example of Output Feedback Synthesis

This modeling is applied in this section to obtain an output
feedback control for the WBTEG of Fig. 1. First, we state the
transfer relation of Fig. 1 in an ultimately periodic form. In Ex. 4
we obtained x4 = (p3(7'6%)*B262 ® By 6 (v261)* u3) 1,
i.e., x4 = Hzq. The transfer function H is expressed as a sum
of two periodic series. The first term of H can be written in
a left-periodic or in a right-periodic form, pg(v16%)*B26% =
(726%)*V3)26% = V356%(7262)*. The second one can also be
written as /52W151(W251)*M3= (7151)*(V3\271 D 72V3\2)51:
[(V;s\ﬂl @’szzﬂz)‘sl D (”Ylvza\ﬂl @V3V3\2)52@(’Y2V3\2’Yl @
4V 312)6%](v?6)*. According to Prop. 7, the sum of these se-
ries is ultimately periodic with ¢,.(H) = max(1/1,3/2) and
o(H) = max(2/3,1/1) (the slope of the second term). The
gain of series H is clearly the gain of all paths from #; to #4,
T'(H) = 3/2. A left and a right periodic form of H are given
below (where coefficients are described in their canonical form
in Eper):

H=paqy’") =p& (v'6")¢

with P = V3|252 &b (’YZVL;‘Q"Yl & ’73VS\2)63 (5]
VAV 3128 B (v V3107 B0V 32)8° B (7P V307t @5V 312)6°,
qg = [(*V37t & %V32)8" @ (v V! @
VV3p)8 (¥ Vay! @ 40V;)6°] and ¢ =
[(v0V 327" @ 7V 312)67]

Thanks to results obtained in [6], we can compute the
greatest neutral output feedback for the WBTEG described by
the transfer matrix . From a practical point of view, it is the
slowest controller that we can add between the output and the
input so that the closed-loop system has the same behavior as
the system alone. The benefit from this controller is to reduce
the internal stocks as much as possible while keeping the
system throughput. By knowing H, this controller is expressed
by (see [6]) F= HywHgH . Series HyH is computed first with
the fixed-point iteration given in Prop. 14 which terminates in a
finite number of steps. Then, the same method is applied again
to obtain the result of HyHgH . For the WBTEG of Fig. 1, the
computation gives

F=(y*Vy3v" ©7'Vy3)8° @ 7' Vy36°
@ (7253)*[’}’6V2|354]

= (’YSV2|3’Yl &) ’Y4V2|3)50 D ’Y4V2\352
& [ Va36%(7%6°%)".
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Fig. 6. Greatest neutral output feedback.

The controller is described by an ultimately periodic series the

slopes of which are ¢.(F') = 3/3 and oy(F) = 3/2. We natu-
rally obtain that I'(F') = 2/3 is equal to 1/T'(H): the additional
circuit due to the feedback loop is neutral, and therefore the
closed-loop system is still a WBTEG. Controller F can be de-
scribed by a WBTEG which is depicted in Fig. 6. The gray zone
corresponds to the realization of controller F'. Let us note that
the closed-loop system becomes bounded since it is a strongly

connected WBTEGs.

VI. CONCLUSION

This work presents a modeling approach for the class of
WBTEGS in a dioid of additive operators. Four elementary
operators denoted ", &%, ,,, and [ are necessary to de-
scribe the dynamical phenomena modeled by a WBTEG. The
input—output behavior of WBTEGs can be embedded into ra-
tional formal power series in a non commutative dioid denoted
E*[6]. More specifically, we show that the transfer series of
WBTEGs expressed in £*[§] have an ultimate periodicity
property. This input—output representation is well suited to
address some model matching control problems already tackled
in literature for TEGs. As an example, the computation of a
neutral output feedback controller for a WBTEG is given in
this paper. The main contribution of this work is to show that
the study of WBTEGs can be done with algebraic tools similar
to the ones presented in [1] for the analysis and the control of
TEGs.

APPENDIX

A. Rational Calculus in M2*[, 8]
Definition 17 (MZX[v,8]): Dioid MX[v,8] is the set

1mn
of formal power series in two commutative variables v and
& with boolean coefficients quotiented by the equivalence
s1 = 89 = (671 sy = (67 )50,
Theorem 8 (Operations on Periodic Series): Let s1 = p1 @
@ (y716™)* and sy = pa © ga(y*26™ )* be two periodic series
of M, 6], where v1, v, 71,72 € N, p1, p2, ¢1 and ¢» are

polynomials in M2*[~, 8]. The asymptotic slope of s (resp.
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s2)isdenoted o(s1) = 71 /v (resp. a(s2) = T2 /12). Letsy # e
and s3 # ¢, then
* 51 @ so is a periodic series such that o(s; @ s2) =
max(o(s1),o(s2));
* 51 ® s9 is a periodic series such that o(s; ® s9) =
max(c(s1),0(s2));
* (s1)* is a periodic series
Proof: Proofs are detailed in [9] and in a more concise way
in [10]. ]

B. Intermediate Results in E,,,.[6]

per

First, we recall a result given in [5, Lem 6], the proof of which
is detailed in [9, Lem. 4.1.4]. This result is stated in M2*[~, §]
and is still valid in £,,.[6] since M§X[, é] is a subdioid.

Lemma 2 (Domination Lemma): Letmy = 18" (47167 )*
and mo = ™26 (~26™)* be two simple periodic series in
M3 [y, 6] such that 71 /vy > 72 /2. There exists an integer K
such that

,_yng 6152 ,_YKVQ 6KT’2 (,YVQ &5 )* j my.

Remark 7: The previous lemma means that in the
expression m, @ o, monomials 282y RT2ERT g
2 gty B+ D s(KHD™ g are redundant. Asymptoti-
cally, series m1 dominates series ms.

Lemma 3: Let w1 = B, 7" Vi, 5,7 " oand wy =
@ A AT "2 be two periodic E-operators in £,., such
that F(wl) = T'(w2). There exists a positive integer K such
that wg'y < wi.

Proof: First we show that for all ¢, j there exists an integer
K; such that y"27V/,,, 4.y Zry Ko < YUV 18 Y 1. For all
counter value i € Z, K;; must satisfy

k+nl. + K k ’
# mo + naj Z + ny;
bs b1

Since forallz € R,z > |z] > x — 1, if K;; is chosen such that
Yk € Z, ((ktny+Kj;:) /by—1 )NL2+IL27 ((k+nl,) /b1 ymatna,
then (24) is satisfied too. By assumption, ma/ba = mq/b1;
therefore, the previous inequality does not depend on k. It suf-
fices to take K j; = ny; — ny,; +ba + f%(nh — n2;)]. Finally,
by taking K = max(0, max; ; K;), we have way® < w;. B
The next Lemma is an extension of Lemma 2 in & ,.[6].
Lemma 4. Let us consider my = w6 (4167 )* and mgy =
we 82 ("2 6™ )* with wy, we € Epe, such that I'(wy) = T'(ws).
If 71 /11 > T2 /12, there exists a positive integer K such that

J mi +ny;. (24)

’LUQ(SQ 71{1}2 (SKTZ (f}’”z 67‘2 )* j my.

Proof: Thanks to Lemma 3 we can find an integer V s.t.
woyY < wy. By applying Lemma 2, since 71 /w1 > 73 /1o, then
ST (Y1 87)* is asymptotlcally greater than v~V §%2 (y2672)*,
Therefore, since woy™ =< w; then w1 (Y1 6™)* is asymp-
totically greater than wo82 (72672 )*. |

Lemma 5: In &, operator V,,, can be written in a non
canonical form as

j=n—1

@ ,yjmv ,y(nflfj)m.

=0
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Proof: The C/C function of V,,, is clearly (m, m)-periodic.
By considering Fv,, as a (nm, nm)-periodic function, we ob-
tain this non canonical form. ]

1) Example 13: For instance, we can write Vs in a non
canonical form as Vs = Vgy? @ +2Vgy2 @ 41V,

Lemma 6: In &,.,, we have VBV, = yLEluv,, =
Vary v where | K |3 2 M| K/M| is the greatest integer
in M7 less than or equal to K.

Proof: ¥Yx € X, we have (Vyz)(t) = M|z(t)/M] =

#(t)]ar. Since K = |K|ym + KmodM, we have
(Var* Vi) (t) = [l=(O)]u + Klu= [l2()]a +
MLK/MJ + (K mod M)JA,[: |_|_<"f(t)JAJJAI + |_KJ M =

lz(0) ] ar+ [K ] s . n

Lemma 7: Letp = P, w;0" = ,(P; 7" V. ’y"ii)ét'
be a conservative (I'(p) = 1) balanced polynom1al of &, [6].
Polynomial p can be written in a non canonical form as p =
D, v V™8 where M = lem(m;).

Proof: By applying Lemma 5, each coefficient w; of p
can be developed as a sum of 'y"'VM'y"'I operators with M =
lem(m;). |

2) Example 14: Letp = v>V 37262 @ v3Vy163. Thanks
to Lemma 5, we can write p as a sum of fy77'Vlmn(273)'y"/ opera-
tors: p = Y2Vgy° 862 @ v5Ve1262@v3Vey 6% @ v°Vey36° @
~ Vet 83.

Thanks to Lemma 7, a conservative polynomial p can always
be written as p = @z\;l w0t = @z\;l AV gy 8% (see Ex.
14), i.e., all terms depend on the same operator V ;. Thanks
to this form, the expression of the Kleene star of p can now be
studied. In the expression of p*, the products of I elements in
{w1 6%, .., wx8'™N } is central. First, we introduce the following

notation with L > 2:
L
{@’wizétim =11 = J} .
x=1

D
in€{l,..,N}
Operator M¥; is obtained by summing all the products of ex-
actly L operators from the set {w1 6%, .., wx 8™ } and such that
the left factor is w6’ and the right factor is w ;67 with I, J €
{1, .., N}. Thanks to the notation above, p* can be expressed as
follows:

L A
M =

N

N oo
v =cone OO M,

1i=2

(25)

First, let us focus on product ®£:1 w;, &%= such that i, €

{1,..,N}:

=L &
® it~
=

eV gy gttt

w;, § ettty

= ’7”71 me’yngl Ly

By applying Lemma 6, one can simplify as follows:

L
Qw8
r=1

!
be ST n;
s = 0Ty V gy y e

with
+ i, a + -
j=L— 1

k= n;, Ak, e u

=2
T = Z;:ftiﬂ' .

TL—1

’n 2 + nij+1Jf\f[7
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Finally, such an operator can be written

L L—1 ,
X n, +n;. i ! f
® w;, 6% = ® U gt | i gy i
r=1 7=1

It can be inferred that expression ®i;L wi, 8% suchthati; = I
and ¢;, = .J can be written v*67 "™ VMv”{’ ot
Lemma 8: Let L > 2 be a finite integer, then we have

ME = (" Y™ Va7 64

where ¢ is a square matrix of M2X[v, §]¥*V defined by

m

V(L, b € {1 e N}7 Pab = 'VL”:"—H“’J M (St"’.
Proof: According to this definition of ¢, for the exponent

L — 1 of matrix ¢ we have

(" Y1y =
L-1 ;
@ {® » ,ylm,m iy gy lm §tiz |’£1 =1,i; = ,]},
ic{l,..,.N} o

Lemma 9: The infinite sum @ZZ MFE; is described by the

following equivalent expression:
“+o0
@ MILJ = (¢
L=2

with o = €D,,51 ¢ = o
Proof: By using Lemma 8 for operators M £; where L. > 2,
we obtain

L — L-1 nINg 'n,f] t_]i|
@LZ2M1J @L22 [(@ YY" Va6

- (®71>1 @n)IJ”y'"’IV[V[,Yn,f, &ty

= (<P+)1J’V"'VMWTLC’ 5.

et
Yy NV agy" 8

|

Proposition 15: Let p be a conservative polynomial deﬁned

asp = @L_i\ 0% with Vi € {1,.., N}, w;, = 4™V " 3

The Kleene star of p is a conservative and ultimately periodic
series in £%,,.[6] defined by

per
N N

=ed @@ ( Yoy AT J) (26)
=1 J=1

Proof: Thanks to Lemma 9 and (25), then
1\" n 'n,’ T
pr=ed @k_l YN ppy e 8
i=N =N n; ¢t;
o (@7 @ (e vars?)
=N j=N
=e@ @L_ @ ( u'y V\[’Y ]6 )

The Kleene star of matrix ¢, since it is a matrix of M*[, 4], is

known to be composed of periodic series of M2*[, §] (thanks

IEEE TRANSACTIONS ON AUTOMATIC CONTROL, VOL. 59, NO. 5, MAY 2014

to Th. 8, rational series <= periodic series in M2y, 8]).

B mn
Then, for all ¢, 7, series (¢*);;7™ Vary™i6% is ultimately pe-
riodic in €., [6]. Therefore, the Kleene star p* is obtained by

per
summing N? ultimately periodic series of Ener[0]. Thanks to
proposition 7, the result is periodic too. |
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